Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Finala, Targu Mures, 20 aprilie 2016
CLASA a X-a

Enunturi si bareme

Problema 1.
Fie n € N;n > 2 gi numerele reale aq, as, ..., a, € (0,00) astfel incat a; - as -
.+ a, = 1. Demonstrati ca functia

f:(0,00) =R, f(x)=(1+4a]) - (14a3)-...-(1+a)

este crescatoare.

Problema 2.
Fie f : R — R o functie cu proprietatile

(P1) f(x+y) < f(x)+[f(),
(P2) flte+(1—t)y) < tf(z)+(1—1)f(y),

pentru orice z,y € R sit € [0,1].
a) Demonstrati ca oricare ar fi a < b < ¢ < d, astfel incat d — ¢ = b — a, are

loc inegalitatea
f0)+ f(e) < fla)+ f(d).

b) Demonstrati ca

Fl@ita+ o)t (n=2) (f (11) + f (@) oot f@n) > Y flaotay),

1<i<j<n

pentru orice n € Nyn > 3, ¢ 21,29, ..., x, € R.

Problgma 3.
a) In planul complex de origine O, consideram punctele A gi B, de afixe
1 _
nenule a si respectiv b. Ardtati ca Sjpap = 1 ‘Eb — ab| , unde Sjpap] reprezinta

aria triunghiului OAB.
b) Fie ABC un triunghi echilateral inscris intr-un cerc C de centru O. Pentru
un punct P interior cercului C, notam cu S(P) aria triunghiului avand lungimile
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Problema 4.

Oamenii unui trib stravechi foloseau o limba in care cuvintele erau formate
doar cu literele A si B. Cercetatorii au descoperit ca pentru oricare doua cuvinte
de lungimi egale, exista cel putin trei pozitii corespondente in care literele sunt
diferite. De exemplu, cuvintele ABBAA si AAAAB difera in pozitiile 2,3 si 5,
adica in trei pozitii.

Fien € N, n > 3. Demonstrati ca in aceasta limba nu pot exista mai mult de

2n
{ n 11 cuvinte de lungime n ( [a] este partea intreaga a numarului real a).
n





