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Problema 1 2sah - solutie
Prof. Adrian Panaete — Colegiul National “A. T. Laurian *“ Botosani

Notam f, ; cantitatea de fan din patratul de pe linia i si coloana j.
Avem f; ;=f;y ;1tfi1;*fi i pentruoricei,jcul<i<n+l , 1<j<2n+1

Pentru prima cerintd evident ca orice cantitate nenuld de pe o linie va fi adunata la exact 3 cantitati de pe
linia urmatoare. Mai precis cantitatea f; ; de pe linia i se aduna la cantitatile f,., ;.1 , fir1; i fie1 o1
Astfel deducem ca suma pe o linie este tripla fatd de suma liniei anterioare. Deoarece sumele formeaza o
progresie geometrica de ratie 3 cu primul termen 1 ( adicd suma pe prima linie este 1) obtinem ca solutia
este 3*"!. Pentru a obtine maximul de punctaj la aceastd cerinti trebuie calculati aceastd valoare folosind
ridicarea la putere 1n timp logaritmic.

Pentru a doua cerintd observam ca traseul calului contine pozitiile (‘l,k],(2,k+2),(3,k+4), e

\ 2n+3-k
2

li,k+2i-2|...unde k+2i-2<2n+1 adica i< l<n+1]

Exprimand cantitatile din fiecare pozitie cu formula de recurentd se observd cd aceasta cantitate se

descompune exact in cantitdtile pe care le-ar consuma caii care pleaca de pe prima linie de pe coloanele

k+1, k+2 si k+3 mai precis notdnd F, solutia cautata vom avea formula de recurenta:
F=F iyt Frpt Fras

Pentru un calcul mai simplu vom considera j = n+1 — k obtinand sirul T;=S, sir care respecta relatia
de recurenta
T,=T, ,+T;,+T,,

cu termenii initiali
T,-T,=1, T,=2

Acest sir mai este cunoscut si sub denumirea de sir Tribonacci iar pentru calculul termenilor sdi se pot
aplica tehnici similare calculului pentru teremnii sirului Fibonacci ( sau mai general pentru oricare siruri
definite prin formule de recurenta liniara).

Pentru punctaj partial se poate folosi generarea termenilor folosind liniar formula de recurenta. Pentru
punctaj maxim trebuie aplicatd o metoda cu timp de executie logaritmic. Observam ca din formula de
recurentd se poate deduce ca (in termeni de operatii cu matrice) avem:

0 1 0\[T;}| [T

0 0 11"|T;,|7|Tj.s

1 1 1/\T

jt2 Tj+3
Deci folosind matricea
010
A=l0 0 1
1 1 1
Avem
T, ‘ T,
— J
T |=mAT,
T, T,

Iar matricea A’ se va calcula folosind ridicarea la putere in timp logaritmic.
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DEMONSTRATIILE MATEMATICE PENTRU CELE DOUA FORMULE:

Renumerotand liniile cu numere de la 0 la n vom si coloanele de la de la —n la n si notand potrivit noii
numerotari cu V! cantitatea de fan de pe linia i si coloana j tabla arata astfel:

[ ] Ve
Vi |V,
vy | vy | v 18
V3 VS VS Ve |V, |V,
v} vilvi|lvil vl vV Vi
v’ v viiviivi|velviivilvy V! 1%
Avem
Vi =Vii=1
Via=Vi=1
Vi =V VT iske
Vi =V +Vi=k+1
Vi =VI+vi+vit v)-k<j<k
VI=0 ,lv]j<-k sau j>k
CERINTA 1.

Se noteaza S, suma valorilor nenule de pe linia k potrivit notatiei introduse. Avem:

k+1 -k+1
_ i _yrk-1 -k j k k+1_
Sk+1_ Z Vk+1_vk+1+vk+1+ Z Vk+1+vk+1+vk+1_
j=-k-1 j=-k+1
-k+1
_ 7k -k -k+1 j-1 j j+1 k-1 k k _
=VEVER VI Y VIV v Vi V=
j=-k+1
k-1 k-1 k-1
_xr-k -k “k+1 j-1 j Z j+1 k-1 k k_
=VIHAVIAVETE 3 v X i X vV Vi v=
j=-k+1 j=-k+1 j=-k+1
k-1 k-1 k-1
_|xrk “k+1 j-1 -k j k j+1 k-1 k|_
=\VIHVETE 3 VIV D ViRV D ViRV V=
j=-k+1 j=-k+1 j=-k+1
k k-1 k-2
_|xrk “k+1 j -k b k Z j k-1 k|_
=\VEHVETE D VIV X VIRV D ViV TV =
j=-k+2 j=-k+1 j=-k
k k k
_ J J Jj_—
=D Vit Vit D Vi=
j=-k j=-k j=-k
k
_ Jj—
=3) vI=3s,
j=-k

. _ . v . . I 0 . k

Deci S;.,=3S, adicd avem o progresia aritnetica . Dar S,=V ;=1 de unde se obtine S,=3".
e e ge e - . .o k-1

Datoritd renumerotarii liniilor raspunsul corect la prima cerintd este S, ,=3" .

CERINTA 2.
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Folosind aceeasi renumerotare a liniilor si coloanelor observdm ca tabla pentru n=1 este inclusa in tabla
pentru n=2 care la randul ei este inclusd pentru tabla pentru n=3 si asa mai departe. In general tabla
pentru n=j-1 este inclusa in tabla pentru n=j.

Se observa ca fiecare pozitie de pe prima linie si de pe o colanda k<n+1 este de fapt prima pozitie din
tabla pentru tabla corespunzatoare lui m=n+2-k. Folosind renumerotarea liniilor si coloanelor traseul
calului pleaca din prima pozitie a tablei ( 0 , -m ) si va avea ca ultimi pozitie care contine fin exact
ultima pozitie din aceasta tabla , mai precis pozitia (m,m). Cu alte cuvinte cantitatea de fan mancati de

cal va fi:

m
_ 2i-m
Tm_ Vi

i=0

Avem (folosind formulele de mai sus pentru V)

i

m-2
_x7-m 2i-m m-2 m__
T,=Vy"+ 2, Vi "+ ViV, =
i=1

m-2 . .
2i-m-1, 1,2i- 2i-m+1 i—-itl
=0+ (Vz VTV Im-1)+ 1 ( )
i=1 -
m-3
— (V?l—m+1+Vi21_m+2+Vi21_m+3 +m —
i=0
m-3 m-3 m-3
— V121 m+1+z VIZI_m+2+Z V[Zl—m+3+m:
i=0 i=0 i=0
=Ty VI3V +( T, - VI2)+ T, o+
m-1"Y m-27 YV m-1 Lt m-27 Y m-2 m-3 m

:Tm—1+Tm_2+Tm_3'(m'2)'1-1+m:

= Tm-l + Tm-Z + Tm-3
In desenul de mai jos se descrie succint modul in care (reducand tabla si renumerotand coloane )
cantitatea consumatd de calul A-(coresunzator tablei m) este egala cu suma cantitdtilor consumate de caii

B,C si D (corespunzatori tablelor m-1,m-2,m-3 )




