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Primul test de selecţie pentru seniori — Soluţii

Problema 1. Să se determine funcţiile f : R→ R, care ı̂ndeplinesc condiţia

2f(x) = f(x+ y) + f(x+ 2y),

oricare ar fi x ∈ R şi oricare ar fi y ≥ 0.

Soluţie. Fără a restrânge generalitatea, putem presupune că f(0) = 0. Fie
y > 0 şi n ∈ N. Pentru x = ny obţinem 2f(ny) = f((n+ 1)y) + f((n+ 2)y),
deci f(ny) = f(y)(1− (−2)n)/3. În particular, f(4y) = −5f(y). Pe de altă
parte, f(2y) = f(y)(1− (−2)2)/3 = −f(y), deci f(4y) = −f(2y) = f(y), de
unde f(y) = 0, oricare ar fi y ≥ 0.

Fie x ∈ R. Atunci 2f(x) = f(x+ |x|) + f(x+ 2|x|) = 0. În concluzie, f ≡ 0,
deci funcţiile cerute sunt cele constante.

Problema 2. Fie S = {bnπc : n ∈ N}. Să se arate că:

(a) Oricare ar fi numărul ı̂ntreg m ≥ 3, mulţimea S conţine m elemente
ı̂n progresie aritmetică; şi

(b) Mulţimea S nu conţine progresii aritmetice infinite.

Soluţie. (a) Fie m un număr ı̂ntreg mai mare sau egal cu 3. Deoarece
mulţimea {{nπ} : n ∈ N} este densă ı̂n [0, 1], există n ∈ N∗, astfel ı̂ncât
{nπ} < 1/m.

Fie k ∈ {1, 2, · · · ,m}. Atunci

bknπc = bkbnπc+ k{nπ}c = kbnπc+ bk{nπ}c = kbnπc,

deci numerele bnπc, b2nπc, · · · , bmnπc sunt ı̂n progresie aritmetică, cu raţia
bnπc.

(b) Presupunem că S conţine o progresie aritmetică infinită, banπc, cu raţia
r, unde (an) este un şir strict crescător de numere naturale. Deci anπ =
ba0πc+ nr + {anπ}, şir care tinde la infinit. Rezultă că r 6= 0 şi

an+1 − an =
r + {an+1π} − {anπ}

π
∈
(
r − 1

π
,
r + 1

π

)
,

interval care conţine cel mult un număr natural, deoarece lungimea lui este
strict mai mică decât 1. Prin urmare, există un număr natural k, ast-
fel ı̂ncât an+1 − an = k, oricare ar fi n ∈ N. Întrucât an = a0 + nk,
rezultă că limn→∞(an/n) = k. Dar limn→∞(an/n) = r/π, deci k = r/π —
contradicţie.

Problema 3. Fie ABC un triunghi ı̂n care AB < AC. Mediatoarea laturii
BC intersectează latura AC ı̂n punctul D. Bisectoarea unghiului ADB
intersectează cercul circumscris triunghiului ABC ı̂n punctul E. Să se arate
că bisectoarea unghiului AEB este perpendiculară pe dreapta determinată
de centrele cercurilor ı̂nscrise ı̂n triunghiurile ADE, respectiv BDE.



Soluţie. Dreptele BC şi DE sunt paralele, deci unghiurile BED şi DAE
sunt congruente. Prin urmare, unghiurile AED şi DBE sunt congruente.
Fie I şi J centrele cercurilor ı̂nscrise ı̂n triunghiurile ADE, respectiv BDE.
Rezultă că triunghiurileDIE şiDJB sunt asemenea, deciDI/DE = DJ/DB.
Deoarece unghiurile IDJ şi EDB sunt congruente, rezultă că triunghiurile
DIJ şi DEB sunt asemenea, deci unghiurile DIJ şi DEB sunt congru-
ente. Fie F punctul de intersecţie a dreptelor BE şi IJ . Cum patrulaterul
DIEF este inscriptibil, rezultă că unghiurile EFI şi EDI sunt congruente,
cu măsura Ĉ/2, deci dreapta IJ este paralelă cu bisectoarea exterioară a
unghiului AEB, de unde rezultă concluzia.

Problema 4. Fie n un număr ı̂ntreg mai mare sau egal cu 2 şi Sn mulţimea
permutărilor de ordin n. Dacă σ este o permutare din Sn, notăm cu `(σ)
numărul de cicluri din descompunerea lui σ ı̂n cicluri disjuncte. Să se cal-
culeze suma ∑

σ∈Sn

(sgnσ)n`(σ).

Soluţie. Vom deduce o formulă de recurenţă pentru polinomul

fn(x) =
∑
σ∈Sn

(sgnσ)x`(σ).

În acest scop, considerăm descompunerea ı̂n cicluri disjuncte a fiecărei per-
mutări σ ∈ Sn,

σ = (· · · ) · · · (· · · )(n) sau σ = (· · · ) · · · (· · · n · · · ) · · · (· · · ),

şi permutarea corespunzătoare σ′ ∈ Sn−1, obţinută din σ prin ştergerea lui
n,

σ′ = (· · · ) · · · (· · · )(n̂) sau σ = (· · · ) · · · (· · · n̂ · · · ) · · · (· · · ).

În primul caz, sgnσ′ = sgnσ şi `(σ′) = `(σ)−1, iar ı̂n al doilea caz, sgnσ′ =
−sgnσ şi `(σ′) = `(σ).

Invers, dintr-o permutare σ′ ∈ Sn−1, obţinem o singură permutare σ ∈ Sn
care ı̂l fixează pe n (de primul tip) şi exact n− 1 permutări σ ∈ Sn care nu
ı̂l fixează pe n (de al doilea tip), deoarece n poate fi inserat ı̂n n− 1 moduri
ı̂n σ′.

Prin urmare,

fn(x) = xfn−1(x)− (n− 1)fn−1(x) = (x− n+ 1)fn−1(x)

= · · ·
= (x− n+ 1)(x− n+ 2) · · · (x− 2)f2(x)

= (x− n+ 1)(x− n+ 2) · · · (x− 2)(x− 1)x.

În particular, f(n) = n!.
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