Primul test de selectie pentru seniori

. Fie ABC un triunghi, O centrul cercului circumscris acestui triunghi, A’ piciorul perpendicularei duse din punctul
A pe BC si X € (AA’. Bisectoarea interioard a unghiului BAC taie cercul circumscris triunghiului ABC a doua
oard in punctul D. Fie M mijlocul segmentului DX. Dreapta care trece prin O si este paraleld cu AD intersecteaza
dreapta DX in punctul N. Demonstrati ca unghiurile BAM si CAN sunt congruente.

. Fie ABC un triunghi si fie r raza cercului inscris in acest triunghi. Fie R4 raza cercului tangent interior cercului
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circumscris triunghiului ABC' in punctul A. Analog se definesc Rp si R¢. Arataticd — + — + — < —.
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2 in multimea numerelor naturale pentru care z < y. Fiind

. Un triplet pitagoreic este o solutie a ecuatiei 22 +y* = z

dat n € N, aratati cd existd un numar intreg pozitiv care apare in exact n triplete pitagoreice distincte.
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. Fie k un intreg pozitiv congruent cu 1 modulo 4 si care nu este patrat perfect. Fie a =

{la*n] — |lalan] | :n=1,2,3, ..} ={1,..., |a]}.

. Fiind dat un numar intreg N > 4, determinati cea mai mare valoare a sumei

. Aratati ca
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care poate fi atinsd, unde k, nq, ..., ng sunt alese astfel incat k > 3,
n>...2np>1iarny +---+nxp = N.



Al doilea test de selectie pentru seniori

n
. Fie @ un numar intreg si n un numaér natural nenul. Aratati cd suma g a®™ este divizibila prin n, unde cu (z, y)

k=1
am notat cel mai mare divizor comun al numerelor intregi x si y.

. Fie ABC un triunghi si A" centrul cercului determinat de mijlocul laturii BC' si de proiectiile ortogonale ale punctelor
B si C pe dreptele suport ale bisectoarelor interioare ale unghiurilor <AC B, respectiv <ABC'; punctele B’ si C’
sunt definite analog. Demonstrati ci cercul Euler al triunghiului ABC' si cercul circumscris triunghiului A’B’'C’
sunt concentrice.

. Fie t un numar real pozitiv. Determinati multimile A de numere reale care contin pe ¢ si pentru care exista o
multime B de numere reale, care depinde de A si pentru care |B| > 4, astfel incat elementele multimii

AB = {ab|a € A, b € B} sa formeze o progresie aritmetica finita.

. Consideram laticea Z™, n > 2, in spatiul euclidian n-dimensional. Se numeste dreaptd in Z™ o multime de forma
) b p bt 3 p 3
a1 X ... X Ap—1 XL X Qg1 X ... X Qp,

unde k € {1, 2, ..., n}, iar a; sunt numere intregi arbitrare.

O submultime A a multimii Z™ se numeste admisibild dacd este nevid, finitd si orice dreaptd din Z" care
intersecteaza multimea A contine cel putin doud elemente din A.

O submultime N a lui Z"™ se numeste nuld daca este nevida si orice dreaptd din Z" intersecteazd multimea N
intr-un numér par de puncte (posibil, in niciun punct).
a) Aritati ci orice multime admisibila din Z? contine o multime nula.

b) Gisiti o multime admisibild din Z? pentru care nicio submultime a sa s& nu fie nuli.



Al treilea test de selectie pentru seniori

1. Doud cercuri, 7 si 7/, sunt secante in punctele A si B. Tangenta la cercul 4’ in punctul A intalneste cercul v a doua
oard in punctul C. Tangenta la cercul v in punctul A intalneste cercul 4’ a doua oard in punctul C’. Dreapta CC’
separd punctele A si B.

Fie I" cercul tangent exterior cercurilor v si 4/, astfel incat I" sd fie tangent dreptei CC” si sa fie situat de aceeasi
parte fatd de C'C’ ca punctul B. Aratati cd cercurile 7 si 7 intercepteazi segmente congruente pe una dintre
tangentele la cercul I in punctul A.

2. Fie (an)n>0 st (bp)n>0 doud siruri de numere reale astfel incat
ag > > Unt1 > Ap 81 bpy1 = an(by + bpt2), pentru orice numere nenegative n.

Aratati ca sirul (by,)n>0 este marginit.
3. Fie k si n numere intregi pozitive, cu k < n. Notam cu M (n, k) cel mai mic multiplu comun-al numerelor

n,n—1,...,n—k+ 1. Fie f(n) cel mai mare numair intreg pozitiv k¥ < n pentru care
M(n,1) < M(n,2) <...< M(n, k).

Demonstrati ca:
a) f(n) < 3y/n, pentru orice numér intreg pozitiv n;
b) Dacd N este un intreg pozitiv, atunci f(n) > N pentru orice numér finit de intregi pozitivi n.
4. Fie numerele intregi h > 1 si p > 2. Determinati numarul minim de perechi de adversari pe care ii poate avea un
parlament de tipul hp, daca in orice partitionare a parlamentului In h camere cu cate p membri fiecare, unele camere

sé contind cel putin o pereche de adversari.



Al patrulea test de selectie pentru seniori

. Fie ABC si ABD doua triunghiuri coplanare de perimetre egale. Dreptele suport ale bisectoarelor unghiurilor CAD
si CBD se intersecteaza in punctul P. Aratati cd unghiurile APC si BPD sunt congruente.

. Fie numarul intreg £ > 2. Determinati cel mai mare numar de divizori pe care poate sa-1 aiba coeficientul binomial

Ck din multimea {n —k +1, ..., n}, cand n parcurge intregii mai mari sau egali cu k.
. Fie n un numadr intreg pozitiv. Dacid o este o permutare a primelor n numere intregi, fie S(o) multimea tuturor
¢
sumelor distincte de forma Z o(i), unde 1 <k < ¢ <n.

i=k
a) Gasiti o permutare ¢ a primelor n numere intregi astfel incat

S(0) = V”%”J .
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b) Aratati cd |S(o)] > pentru orice permutare o a primelor n numere intregi.



Al cincilea test de selectie pentru seniori

1. Fie ABC un triunghi. Fie P si P, puncte pe latura AB astfel incat P» € [BP;| si AP; = BPs; analog, fie Q1 si Q2
pe latura BC astfel incat Q2 € [BQ1] si BQ1 = CQ2. Segmentele P1 Q2 si P2Q se intersecteazd in punctul R, iar
cercurile circumscrise triunghiurilor Py PoR si QQ1Q2R se intersecteazd a doua oara in punctul S situat in interiorul
triunghiului P;@Q1 R. Fie M mijlocul laturii AC.

Demonstrati cd <P, RS = <Q1RM.

2. Fien > 1 un numdr intreg si p un divizor prim al lui n. O confederatie este formata din p state care au fiecare in parte
n aeroporturi. Existd p companii de aviatie care opereaza zboruri intre state doar daca oricare doua aeroporturi din
state diferite sunt conectate printr-un zbor direct operat de cdtre una dintre aceste companii.

Determinati numarul intreg maxim care satisface urmatoarea conditie: In fiecare dintre aceste confederatii este
posibil s& alegem una dintre cele p companii aeriene si N din cele np aeroporturi astfel incat sd putem si céldtorim
(nu neaparat direct) din oricare aeroport din cele N alese citre oricare astfel de aeroport printr-un zbor operat de

catre compania aeriana aleasa.
n—1
3. Fie sirul de numere intregi definit prin ag = 1 si a,, = E Clr‘lak, (V) n > 1. Fie m un numir intreg pozitiv, p un
k=0
numar prim si fie g si 7 doud numere intregi nenegative.

Aritati ca diferenta apmgqr — apm-144, este divizibila prin p™.



