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CLASA a 12-a

Problema 1. Fie f : [0,∞)→ (0,∞) o funcţie continuă. Arătaţi că:

(a) Există un număr natural n0, astfel ı̂ncât oricare ar fi numărul natural n > n0, există un
unic număr real xn > 0 pentru care

n

∫ xn

0
f(t) dt = 1 ;

(b) Şirul (nxn)n>n0 este convergent şi determinaţi limita sa.

Problema 2. Fie n un număr natural nenul, fie a1 < · · · < an numere reale şi fie b1, . . ., bn 
numere reale arbitrare. Arătaţi că:

(a) Dacă toate numerele bi sunt strict pozitive, atunci există un polinom f cu coeficienţi 
reali, care nu are nicio rădăcină reală, astfel ı̂ncât f(ai) = bi, i = 1, . . . , n;

(b) Există un polinom f de grad cel puţin 1, care are toate rădăcinile reale, astfel ı̂ncât 
f(ai) = bi, i = 1, . . . , n.

Problema 3. Fie G un grup finit care are următoarea proprietate: pentru orice automorfism
f al lui G, există un număr natural m, astfel ı̂ncât f(x) = xm, oricare ar fi x ∈ G. Arătaţi că
G este comutativ.

Problema 4. (a) Daţi un exemplu de funcţie continuă f : [0,∞)→ R, astfel ı̂ncât

lim
x→∞

1

x2

∫ x

0
f(t) dt = 1,

dar f(x)/x nu are limită când x→∞.

(b) Fie f : [0,∞)→ R o funcţie crescătoare, astfel ı̂ncât

lim
x→∞

1

x2

∫ x

0
f(t) dt = 1.

Arătaţi că f(x)/x are limită când x → ∞ şi determinaţi valoarea acesteia.




