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Satu Mare, 6 aprilie 2018

Problema 1. Arătaţi că ecuaţia x2 +y2 +z2 = x+y+z+1 nu are soluţii ı̂n mulţimea
numerelor raţionale.

∗ ∗ ∗

Soluţie:
Ecuaţia se poate scrie echivalent sub forma (2x− 1)2 + (2y − 1)2 + (2z − 1)2 = 7. . . .1p
Dacă această ecuaţie ar avea o soluţie raţională (x, y, z), notând 2x−1 = a1

b1
, 2y−1 = a2

b2
,

2z−1 = a3
b3

am obţine că numerele ı̂ntregi a1, b1, a2, b2, a3, b3 satisfac egalitatea (a1b2b3)
2 +

(b1a2b3)
2 + (b1b2a3)

2 = 7(b1b2b3)
2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Acest fapt ar implica existenţa a patru numere ı̂ntregi a, b, c, d astfel ca a2 + b2 + c2 = 7d2.
Dacă c.m.m.d.c.(a, b, c, d) = k, ı̂mpărţind cu k2 am găsi o soluţie (a, b, c, d) ∈ Z4 a ecuaţiei
a2 + b2 + c2 = 7d2 cu c.m.m.d.c.(a, b, , c, d) = 1. Atunci a, b, c, d nu pot fi toate pare.
Deoarece un pătrat perfect dă unul din resturile 0, 1 sau 4 la ı̂mpărţirea cu 8, membrul
stâng dă unul din resturile 1, 2, 3, 5 sau 6 la ı̂mpărţirea cu 8, ı̂n vreme ce 7d2 dă rest 0,
4 sau 7. Prin urmare egalitatea nu poate avea loc. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4p

Problema 2. Fie numerele reale pozitive a, b, c astfel ı̂ncât a2 + b2 + c2 = 3. Arătaţi
că

1

a
+

3

b
+

5

c
≥ 4a2 + 3b2 + 2c2.

Când are loc egalitatea?

Marius Stănean, Zalău

Soluţia 1:

Inegalitatea se poate scrie astfel
1

a
+

3

b
+

5

c
+ b2 + 2c2 ≥ 4(a2 + b2 + c2) . . . . . . . . . . . . . 2p

Aplică inegalitatea mediilor (pe bucă ţi sau pentru 12 numere) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4p
Egalitatea are loc atunci când a = b = c = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Soluţia 2:

Avem x3 − 3x + 2 ≥ 0, ∀x ≥ 0. Deducem că
1

x
≥ 3

2
− x2

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Scriind această inegalitate pentru a, b, c şi ı̂nmulţind cu 1, 3, respectiv 5, obţinem prin

adunare
1

a
+

3

b
+

5

c
≥ 27

2
− a2 + 3b3 + 5c2

2
. Folosind că 27 = 9(a2 + b2 + c2) se obţine

concluzia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
Egalitatea are loc dacă şi numai dacă a = b = c = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
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Problema 3. Fie ABC un triunghi oarecare astfel ı̂ncât AB > AC. Punctul P ∈
(AB) are proprietatea că ∠ACP ≡ ∠ABC. Fie D simetricul lui P faţă de AC şi E punctul
ı̂n care cercul circumscris triunghiului BCD taie a doua oară dreapta AC. Demonstraţi
că AE = AC.

Vlad Robu, Baia Mare

Soluţie: Fie Q punctul ı̂n care cercul circumscris triunghiului BCD intersectează a doua
oară dreapta AB. Atunci ∠QEA ≡ ∠QBC ≡ ∠ECP , deci EQ ‖ PC. . . . . . . . . . . . . . . 2p
În plus, ∠ECP ≡ ∠ECD implică QD ‖ EC, deci EQ = CD = CP . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4p
Deducem că EQCP este paralelogram, de unde concluzia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 4. Care este numărul maxim de ture ce se pot plasa pe o tablă de şah
astfel ı̂ncât orice tură să atace exact două alte ture?

Alexandru Mihalcu, Oxford

Soluţie:
Spunem că turele de pe tablă sunt de două feluri:
de tipul T1 dacă sunt atacate din direcţii perpendiculare, respectiv de tipul T2 dacă sunt
atacate din aceeaşi direcţie, dar sens contrar.
Presupunem că putem plasa maxim x ture, m de tipul T1 şi n de tipul T2. Observăm că
orice tură de tipul T1 determină 2 linii de pe care este atacată (din cele 16 ale tablei: 8
orizontale şi 8 verticale), iar exact o altă tură de tipul T1 se află pe oricare dintre aceste
două linii. Pentru turele de tipul T2, putem observa că ele nu pot fi atacate din altă
direcţie ı̂n afara celei din care sunt atacate deja, deci pentru fiecare din cele m ture, există

m linii care nu mai pot fi ocupate de alte ture. În total am putea avea
2n

2
+ m = n + m

linii. Deci 16 ≥ m + n = x. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .5p
Problema se termină când găsim un exemplu cu 16 ture: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
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Câte ture se pot plasa pe o tablă de şah astfel ı̂ncât orice tură să atace exact două
alte ture?

Alexandru Mihalcu, Oxford

Spunem că turele de pe tablă sunt de două feluri: Acestea sunt de tipul T1 dacă
ele sunt atacate din direcţii perpendiculare, respectiv de tipul T2 dacă ele sunt
atacate din aceeaşi direcţie, dar sens contrar.
Presupunem că putem plasa maxim x ture, m de tipul T1 şi n de tipul T2. Ob-
servăm că orice tură de tipul T1 determină 2 linii de pe care este atacată, iar exact
o altă tură de tipul T1 se află pe oricare dintre aceste două linii. Pentru turele de
tipul T2, putem observa că ele nu pot fi atacate din altă direcţie decât cea din care
este atacată deja, deci pentru fiecare din cele m ture, există m linii care nu mai

pot fi ocupate de alte ture. În total am putea avea
2n

2
+ m = n + m linii. Deci

16 ≥ m+ n = x. Problema se termină când găsim un exemplu cu 16 ture.

8 RSRSRSRS
7 Z0Z0Z0ZR
6 0Z0Z0Z0S
5 Z0Z0Z0ZR
4 0Z0Z0Z0S
3 Z0Z0Z0ZR
2 0Z0Z0Z0S
1 S0Z0Z0ZR

a b c d e f g h

2
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Olimpiada Naţională de Matematică
Primul baraj pentru Olimpiada Balcanică de Matematică pentru Juniori,

Bucureşti, 13 aprilie 2018

Problema 1. Determinaţi numerele naturale n ≥ 3 cu proprietatea că, pentru orice
m ∈ N există numerele ı̂ntregi a1, a2, . . . , an astfel ı̂ncât a1 + a2 + . . . + an = 0 şi a1a2 +
a2a3 + . . . + an−1an + ana1 = −m.

Soluţie:
Orice n ≥ 5 are proprietatea cerută: putem alege a1 = 1−m, a2 = a3 = . . . = an−3 = 0,
an−2 = −1, an−1 = m, an = 0.
Numerele n = 3 şi n = 4 nu au proprietatea cerută.
Pentru n = 3, −2m = 2a1a2 + 2a2a3 + 2a3a1 = (a1 + a2 + a3)

2 − a21 − a22 − a23 revine la
a21 + a22 + a23 = 2m, relaţie care nu are loc de exemplu pentru m = 14. Într-adevăr, 28 nu
se poate scrie ca sumă de trei pătrate perfecte.
Pentru n = 4, −m = a1a2 + a2a3 + a3a4 + a4a1 = (a1 + a3)(a2 + a4) = −(a1 + a3)

2 poate
avea loc numai pentru m pătrat perfect, deci nu pentru orice m natural.

Remarcă: Teorema celor trei pătrate a lui Legendre spune că un număr natural se
scrie ca sumă de trei pătrate perfecte dacă şi numai dacă nu este de forma 4a(8b + 7) cu
a, b ∈ N. Această teoremă explică alegerea lui 2m = 28 ı̂n soluţia de mai sus.

Problema 2. Fie x, y, z > 0 astfel ı̂ncât 2x2 + 3y2 + 6z2 + 12(x+ y + z) = 108. Aflaţi
maximul expresiei x3y2z.

Soluţie:
Intuind că maximul se atinge pentru x = 3, y = 2, z = 1, ı̂nmulţim egalitatea din enunţ
cu 6 şi aplicăm inegalitatea (ponderată a) mediilor:
6 · 108 = 4x2 + 4x2 + 4x2 + 9y2 + 9y2 + 36z2 + 12x + 12x + 12x + 12x + 12x + 12x +
18y + 18y + 18y + 18y + 36z + 36z ≥ 18 18

√
228 · 324 · x12 · y8 · z4, de unde rezultă imediat

că maximul cerut este 108 şi se atinge atunci când toate aceste numere sunt egale, adică
pentru x = 3, y = 2, z = 1.

Problema 3. Triunghiul ABC are proprietatea că există un unic punct X ∈ [BC]
astfel ı̂ncât AX2 = BX · CX. Demonstraţi că AB + AC = BC

√
2.

Soluţie:
Fie T simetricul lui A faţă de X. Din reciproca teoremei puterii punctului, ABTC este
inscriptibil. Dacă paralela prin T intersectează cercul circumscris triunghiului ABC ı̂n
U , iar AU ∩BC = {Y }, atunci Y ∈ [BC] şi BY · CY = AY · UY = AY 2, deci pentru ca
punctul X să fie unic este necasar ca T = U , adică T să fie mijlocul arcului BC, adică X
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să fie piciorul bisectoarei.
De aici se poate finaliza ı̂n mai multe moduri, de exemplu cu formula pentru lungimea
bisectoarei.
O finalizare simplă e şi cu relaţia lui Stewart:

Notând AX = `, BX = x, CX = y, avem b2x + c2y = `2a + axy. Se ştie că x =
ac

b + c
,

y =
ab

b + c
. Atunci `2 = xy ⇔ b2x + c2y = 2axy ⇔ (b + c)2 = 2a2 ⇔ b + c = a

√
2.

Comentariu: Scriind relaţia lui Stewart şi ı̂nlocuind AX2 = BX · CX şi CX =
a− BX, se ajunge la următoarea ecuaţie ı̂n necunoscuta x = BX: f(x) := 2ax2 − (c2 +
2a2− b2)x+ c2a = 0. Cum f(0) ·f(a) > 0, această ecuaţie are o unică soluţie ı̂n [0, a] dacă
şi numai dacă ∆ = 0 (se verifică că acea soluţie este ı̂ntr-adevăr ı̂n [0, a] dacă ∆ = 0). Ori
∆ = (a

√
2 + b+ c)(a

√
2 + b− c)(a

√
2− b+ c)(a

√
2− b− c). Singurul factor care se poate

anula este a
√

2− b− c.

Problema 4. Pentru n ≥ 2 considerăm n cutii ordonate de la st̂ınga la dreapta, ı̂n
care punem câte o bilă ce poate avea una dintre culorile roşu, albastru sau alb, astfel ca
să fie ı̂ndeplinită condiţia:

Oricare dintre cutii este vecină cu cel puţin una cu bila de aceeaşi culoare.
Notăm cu In numărul de astfel de configuraţii.
a) Determinaţi I11 justificând răspunsul.
b) Determinaţi cu demonstraţie formula generală pentru In.

Soluţie:
Fie an numărul de configuraţii care ı̂ncep cu o culoare fixată, să zicem roşu. E clar că
In = 3an

Evident a2 = 1, a3 = 1. Fie acum n ≥ 4. Avem bila roşie ı̂n prima cutie şi definim
k = cea mai mare secvenţă de bile roşii ı̂ncepând cu prima poziţie.

Distingem cazurile:
- k = 2; Pe poziţia a doua e o bilă roşie şi pe a treia alb sau albastru, deci două

variante. Aceaste configuraţii vor da 2an−2.
- k ≥ 3: Eliminăm prima bilă şi ajungem la situaţia an−1. Cum cele două tipuri de

configuraţii sunt diferie şi le cuprind pe toate avem an = an−1 + 2an−2. Prin inducţie

găsim formula an = 2n−1+(−1)n

3
deci In = 2n−1 + (−1)n.

Pentru n = 11 deducem a11 = 1023.
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Societatea de S�tiint�e Ministerul Educat�iei Nat�ionale

Matematice din Rom¥nia

Al doilea test de select�ie pentru OBMJ

Bucure�sti, 25 aprilie 2018

Problema 1. Determinat�i toate triplete (a, b, c) de numere reale pentru care au loc simultan
relat�iile:

a(b2 + c) = c(c+ ab),

b(c2 + a) = a(a+ bc),

c(a2 + b) = b(b+ ca).

Olimpiad« Cehia �si Slovacia

Solut�ie: Fie (a, b, c) o solut�ie a sistemului. Dac« unul dintre numerele a, b, c este egal cu 0, de
exemplu dac« c = 0, atunci din c(a2 + b) = a(b + ca) rezult« a = 0, apoi, similar, c« b = 0.
A�sadar, dac« abc = 0, atunci a = b = c = 0. C«ut«m ��n continuare solut�ii cu abc 6= 0. Relat�iile
din enunt� se pot rescrie echivalent

ab(b− c) = c(c− a)
bc(c− a) = a(a− b)
ca(a− b) = b(b− c).

Astfel, a2b2c2(a− b)(b− c)(c− a) = abc(a− b)(b− c)(c− a).

Cazul 1: Printre numerele a, b, c exist« (cel put�in) dou« egale; fie acestea a �si b. Avem

a2c+ bc = b2 + abc⇔ bc = b2 ⇔ c = b,

deci ��n acest caz rezult« a = b = c. Reciproc, orice triplet cu componentele egale satisface relat�iile
date.
Cazul 2: Dac« a 6= b 6= c 6= a, atunci abc = 1. Rezult« c« ab(b− c) = c(c−a)⇔ (b− c) = c2(c−a)
�si ��nc« dou« relat�ii similare. Rezult« c«

a3 + b3 + c3 = ac2 + ba2 + cb2.

Dac« a, b, c > 0, atunci din inegalitatea mediilor avem a3 + a3 + b3 ≥ 3ba2 (cu egalitate dac«
a = b) care, adunat« cu analoagele, conduce la a3 + b3 + c3 ≥ ac2 + ba2 + cb2. Avem a�sadar
egalitate ��n inegalitatea precedent«, deci a = b = c.
Dac« una din variabile este pozitiv«, iar celelalte dou« negative, de exemplu a > 0, b, c < 0,
atunci

b(c2 + a) = a(a+ bc) = a2 + 1 > 0⇒ a < 0,

contradict�ie.
�In concluzie, singurele solut�ii sunt (a, b, c) = (x, x, x), ∀x ∈ R.

Problema 2. Fie ABC un triunghi ascut�itunghic ��n care AB < BC, O centrul cercului s«u
circumscris �si B′ piciorul ��n«lt�imii din B. Paralela prin B′ la CO intersecteaz« dreapta BO ��n
punctul X. Ar«tat�i c« X �si mijloacele segmentelor [AB] �si [AC] sunt coliniare.

Caucasus Mathematical Olympiad

Solut�ia 1: Fie M mijlocul laturii [AB]. Atunci m(∠OBC) = m(∠OCB) = 90◦−m(∠A) �si MX ‖
BC revine la m(∠MXB) = 90◦ − m(∠A). Dar m(∠B′XB) = m(∠XOC) = 2m(∠OBC) =
180◦ − 2m(∠A). �In triunghiul ABB′ avem MA = MB = MB′ �si m(∠BMB′) = m(∠MAB′) +
m(∠MB′A) = 2m(∠A). Rezult« c« patrulaterul MBXB′ este inscriptibil, deci m(∠MXB) =
m(∠MB′B) = m(∠ABB′) = m(∠OBC), de unde concluzia.



Solut�ia 2: Fie K proiect�ia lui B pe paralela dus« prin A la BC. Atunci patrulaterul AKBB′

este inscriptibil, deci m(∠AB′K) = m(∠ABK) = 90◦ − m(∠B) = m(∠OCA) = m(∠CB′X).
Rezult« c« punctele K, B′ �si X sunt coliniare. �In fine, vom ar«ta c« triunghiul BXK este isoscel
cu v¥rful ��n X, de unde va rezulta c« X se g«se�ste pe mediatoarea segmentului [BK], adic«
pe linia mijlocie a triunghiului ABC paralel« cu BC. Avem m(∠XBK) = 90◦ −m(∠OBC) =
m(∠A) = m(∠XKB) (din patrulaterul inscriptibil AKBB′). Concluzia se impune.

Solut�ia 3: (Alexandru Mihalcu)

Fie S mijlocul lui [AC] �si {T} = BX ∩AC. Atunci OS ‖ BB′, deci
B′S

ST
=

OB

OT
=

OC

OT
=

B′X

XT
.

Din reciproca teoremei bisectoarei rezult« c« (XS este bisectoarea unghiului ∠B′XT . Atunci

m(∠SXT ) =
1

2
m(∠B′XT ) =

1

2
m(∠XOC) = m(∠OBC), de unde concluzia.

Problema 3. Fie A =

{
a = q +

1

q
| q ∈ Q∗, q > 0

}
,

A+A = {a+ b | a, b ∈ A}, A ·A = {a · b | a, b ∈ A}.

Ar«tat�i c«:
i) A+A 6= A ·A;
ii) (A+A) ∩ N = (A ·A) ∩ N.

Vasile Pop
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Solut�ie:

i) Fie a = 1 +
1

1
= 2 ∈ A, b = 2 +

1

2
∈ A. Avem

a+ b = 2 + 2 +
1

2
=

9

2
∈ A+A

Ar«t«m c«
9

2
6∈ A ·A. Presupunem prin absurd c«

9

2
=

(
x

y
+

y

x

)(
z

t
+

t

z

)
=

(x2 + y2)(z2 + t2)

xyzt

cu (x, y) = (z, t) = 1, x, y ∈ N∗.
Rezult« 3 | x2 + y2 sau 3 | z2 + t2 ⇒ 3 | x sau 3 | y sau 3 | z �si 3 | t

⇒ (x, y) 6= 1 sau (z, t) 6= 1 contradict�ie

ii) Ar«t«m c« A ·A ⊂ A+A.(
q1 +

1

q1

)(
q1 +

1

q2

)
=

(
q1q2 +

1

q1q2

)
+

(
q1
q2

+
q2
q1

)
∈ A+A,

deci
(A ·A) ∩ N ⊂ (A+A) ∩ N.

Incluziunea invers«:
(A+A) ∩ N ⊂ (A ·A) ∩ N.

Fie

n =

(
x

y
+

y

x

)
+

(
z

t
+

t

z

)
=

(x2 + y2)zt+ (z2 + t2)xy

xyzt
∈ N

cu x, y, z, t ∈ N, (x, y) = (z, t) = 1. Avem:

(x2 + y2, xy) = 1 �si (z2 + t2, zt) = 1,

deci rezult«
xy | zt �si zt | zy ⇒ xy = zt.

Lu«m q1 =
z

y
, q2 =

x

z
�si avem:

(
q1 +

1

q1

)(
q2 +

1

q2

)
=

(
z

y
+

y

z

)(x
z
+

z

x

)
=

x

y
+

y

x
+

z2

xy
+

xy

z2

=
x

y
+

y

x
+

z2

zt
+

zt

z2
=

(
x

y
+

y

x

)
+

(
z

t
+

t

z

)
= n ∈ A+A.

Problema 4. Fie o tabl« 2018 × 2018. Numim dal« LC o dal« format« din 9 p«tr«t�ele unitate
congruent« cu cea din figura de mai jos
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Care este num«rul maxim de dale LC ce pot fi a�sezate f«r« suprapuneri pe tabl«? (Fiecare din
cele 9 p«tr«t�ele unitate ale dalei trebuie s« se suprapun« peste una din p«tr«t�elele unitate ale
tablei; o dal« poate fi rotit«, simetrizat«, etc.)

Alexandru G��rban

Solut�ie:

Numerot«m liniile �si coloanele de la 1 la 2018. Color«m cu negru p«tr«t�elele unitate care au
ambele coordonate divizibile cu 3.

Sunt 6722 p«tr«t�ele negre. Observ«m c« fiecare dal« LC acoper« exact un p«tr«t�el negru, deci
putem plasa pe tabl« cel mult 6722 dale. Pe de alt« parte, exemplul de mai jos indic« un mod de
a a�seza pe tabl« 6722 dale. A�sadar maximul c«utat este 6722.
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Al treilea test de select�ie pentru OBMJ

Bucure�sti, 26 aprilie 2018

Problema 1. Determinat�i numerele prime p pentru care num«rul a = 7p − p − 16 este p«trat
perfect.

Lucian Petrescu

Solut�ie: p = 2 nu verific«. p = 3 este solut�ie: a = 73 − 3− 16 = 324 = 182. Ar«t«m c« nu avem
alte solut�ii. Fie p ≥ 5 un num«r prim. Dac« p ≡ 1 (mod 4), atunci a ≡ 2 (mod 4), deci a nu este
p«trat perfect. Se constat« u�sor c« p = 7 nu este solut�ie (calcul¥nd a, ultimele dou« cifre ale lui
a sau observ¥nd c« a ≡ 5 (mod 7)). Dac« p > 7 este un num«r prim de forma 4k + 3, atunci din
mica teorem« a lui Fermat rezult« c« 7p ≡ 7 (mod p), deci a ≡ −9 (mod p), adic« p | a+9. Dac«
a ar fi p«trat perfect, atunci p divide a+ 9 = b2 + 32 implic« p divide b �si p divide 3, ceea ce nu
se poate. Prin urmare, singura solut�ie a problemei este p = 3.

Problema 2. Fie ABC un triunghi ascut�itunghic ��n care AB 6= AC. Fie D mijocul laturii [BC],
iar E �si F proiect�iile lui D pe laturile AB, respectiv AC. Dac« M este mijlocul segmentului
[EF ], iar O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, demonstrat�i c« dreptele DM �si
AO sunt paralele.

Solut�ie:

Fie {S} = AO ∩ BC �si T punctul ��n care dreapta AD intersecteaz« pentru a doua oar« cercul
circumscris triunghiului ABC. Patrulaterele ABTC �si AEDF sunt inscriptibile, deci ∠TBD ≡
∠TAC ≡ ∠DEF �si ∠TCD ≡ ∠TAB ≡ ∠DFE. Rezult« c« triunghiurile DEF �si TBC sunt

asemenea. Atunci
TB

DE
=

BC

EF
=

BC/2

EF/2
=

BD

EM
. Rezult« atunci c« �si triunghiurile TBD �si DEM

sunt asemenea, deci ∠EDM ≡ ∠BTD ≡ ∠ACB, deci m(∠BDM) = m(∠BDE)+m(∠EDM) =
90◦−m(∠ABC)+m(∠ACB). Deoarece m(∠OAC) = 90◦−m(∠ABC), rezult« c« m(∠ASB) =
m(∠SAC) +m(∠ACB) = 90◦ −m(∠ABC) +m(∠ACB) = m(∠MDB), de unde rezult« c« AS
este paralel« cu MD.

Problema 3. Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Paralela prin A la BD intersecteaz« paralela
prin B la AC ��n punctul E. Cercul circumscris triunghiului ABE intersecteaz« a doua oar«
dreptele EC �si ED ��n punctele F , respectiv G. Ar«tat�i c« dreptele AB, CD �si FG sunt paralele
sau concurente.

Severius Moldoveanu
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Solut�ie: Cum ^ACB ≡ ^ADB, punctele C �siD sunt fie ambele��n interiorul cercului circumscris
triunghiului ABE, fie ambele pe acest cerc, fie ambele ��n exteriorul cercului. Avem a�sadar trei
cazuri: F ∈ (EC) �si G ∈ (ED), sau F = C, G = D (caz��n care afirmat�ia din enunt� este evident«),
sau C ∈ (EF ), D ∈ (EG). Trat«m numai primul caz, cel de-al treilea fiind analog. Avem c«

m(^FDC) = m(^FDB) + m(^BDC) = m(^FEA) + m(^BAC) = m(AF )
2 + m(^ABE) =

m(AF )+m(AE)
2 = m(^FGE), deci patrulaterul FGCD este inscriptibil. Observ«m c« dreapta AB

este axa radical« a cercurilor circumscrise triunghiului ABE �si patrulaterului ABCD, dreapta
FG este axa radical« cercurilor circumscrise triunghiului ABE �si patrulaterului FGCD �si dreapta
CD este axa radical« a cercurilor circumscrise patrulaterului ABCD �si patrulaterului FGCD.
Ori se �stie c« axele radicale a trei cercuri sunt fie paralele, fie concurente.

Problema 4. Se consider« n greut«t�i, n ≥ 2, av¥nd masele m1, m2, . . ., mn, unde mk ∈ N,
1 ≤ mk ≤ k pentru orice k ∈ {1, 2, . . . , n}. Demonstrat�i c« putem a�seza greut«t�ile pe talerele
unei balant�e astfel ��nc¥t aceasta s« stea ��n echilibru dac« �si numai dac« m1 +m2 + . . .+mn este
num«r par.

Olimpiad« Estonia

Solut�ia 1: Este evident c« pentru ca greut«t�ile s« poat« echilibra balant�a suma maselor trebuie
s« fie par« (�si anume dublul sumei maselor greut«t�ilor dintr-un taler).
Reciproc, demonstr«m prin induct�ie �tare� dup« n c« dac« suma maselor este par« atunci greut«-
t�ile pot echilibra o balant�«. Presupunem a�sadar afirmat�ia adev«rat« pentru orice k < n greut«t�i
av¥nd masa total« par«. Distingem dou« situat�ii:
• dac« mn−1 = mn, atunci m1 + m2 + . . . + mn−2 este num«r par, deci, conform ipotezei de
induct�ie pentru n−2 greut«t�i, le putem a�seza pe talerele unei balant�e astfel ��nc¥t aceasta s« stea
��n echilibru. �In final ad«ug«m cele dou« greut«t�i de mas« mn ��n c¥te un taler al balant�ei. Aceasta
va r«m¥ne ��n echilibru.
• Dac« mn 6= mn−1, ��n locul celor dou« greut«t�i invent«m una fictiv« de mas« m = |mn−mn−1|.
Atunci 1 ≤ m ≤ n − 1, iar suma celor n − 1 greut«t�i este m1 + m2 + . . . + mn−2 + m =
m1 + m2 + . . . + mn − 2 · min{mn−1,mn}, adic« par«. Din ipoteza de induct�ie pentru n − 1
greut«t�i rezult« c« putem a�seza aceste n− 1 greut«t�i pe talerele unei balant�e astfel ��nc¥t aceasta
s« r«m¥n« ��n echilibru. �Inlocuind acum greutatea de mas« |mn −mn−1| cu max{mn−1, mn} �si
pun¥nd ��n cel«lalt taler greutatea de mas« min{mn−1, mn}, balant�a va fi ��n echilibru.
Afirmat�ia este a�sadar demonstrat«.

Solut�ia 2: Este evident c« pentru ca greut«t�ile s« poat« echilibra balant�a suma maselor trebuie
s« fie par« (�si anume dublul sumei maselor greut«t�ilor dintr-un taler).
Reciproc, s« presupunem c« suma maselor este par«. A�sez«m greutatea de mas« mn ��ntr-unul
din talerele balant�ei. Modulul diferent�ei dintre masele greut«t�ilor a�sezate ��n cele dou« talere este
mn ≤ n. �In continuare a�sez«m succesiv greut«t�ile de mase mn−1, mn−2, . . . , m1 = 1 ��n talerul ��n
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care suma este mai mic«. (�In caz c« balant�a este ��n echilibru, a�sez«m greutatea ��n oricare taler.)
Astfel, dup« a�sezarea grut«t�ii mk, diferent�a dintre totalurile maselor ��n cele dou« talere este cel
mult k. La sf¥r�sit, proced¥nd astfel, facem ca dup« a�sezarea greut«t�ii de mas« m1, diferent�a
dintre talere s« fie cel mult 1. �Ins« suma total« a maselor fiind par«, rezult« c« diferent�a este 0,
ceea ce ne propusesem.
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Al patrulea test de select�ie pentru OBMJ

Bucure�sti, 16 mai 2018

Problema 1. Demonstrat�i c« un num«r natural A este p«trat perfect dac« �si
numai dac«, pentru orice num«r natural nenul n, cel put�in una din diferent�ele

(A+ 1)2 − A, (A+ 2)2 − A, (A+ 3)2 − A, . . . , (A+ n)2 − A

este divizibil« cu n.

Olimpiad« Cehia �si Slovacia

Solut�ie:

Dac« A este p«trat perfect, adic« exist« B ∈ N astfel ��nc¥t A = B2, atunci
(A+k)2−A = (B2+k)2−B2 = (B2+B+k)(B2−B+k) pentru orice k = 1, n �si
exact unul dintre numerele (consecutive) B2 +B+1, B2 +B+2, . . . , B2 +B+n
este divizibil cu n, de unde concluzia.
Reciproc, dac« A nu este p«trat perfect, atunci exist« un factor prim p care ��n des-
compunerea ��n factori primi a lui A apare la o putere impar«. Fie p un asemenea
num«r prim �si j ∈ N∗ astfel ��nc¥t p2j−1 | A, dar p2j - A. Alegem n = p2j ∈ N∗

�si ar«t«m c« niciunul din numerele (A + 1)2 − A, (A + 2)2 − A, (A + 3)2 −
A, . . . , (A + n)2 − A nu este divizibil cu n. �Intr-adev«r, dac« n | (A +m)2 − A,
cu m ∈ {1, 2, . . . , n}, adic« p2j | A2 + 2Am + m2 − A, cum p2j−1 | A, rezult«
p2j−1 | m2, de unde pj | m. Dar atunci p2j | (A +m)2 �si p2j | (A +m)2 − A, deci
p2j | A, contradict�ie.

Problema 2. Dac« a, b, c > 0, ar«tat�i c«

a√
(a+ 2b)3

+
b√

(b+ 2c)3
+

c√
(c+ 2a)3

≥ 1√
a+ b+ c

.

Alexandru Mihalcu

Solut�ie:

Din inegalitatea lui H�older avem:
∑
cycl

a√
(a+ 2b)3

·
∑
cycl

a
√
a+ 2b ·

∑
cycl

a
√
a+ 2b ·

∑
cycl

a
√
a+ 2b ≥ (a + b + c)4, iar din inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz

rezult«(∑
cycl

a
√
a+ 2b

)2

=

(∑
cycl

√
a ·
√

a(a+ 2b)

)2

≤ (a + b + c) ·
∑
cycl

(a2 + 2ab) =

(a+ b+ c)3, de unde concluzia.
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Egalitatea are loc dac« �si numai dac« a = b = c.

�In loc de inegalitatea lui H�older se putea aplica de dou« ori inegalitatea Cauchy-
Buniakowsky-Schwarz:∑
cycl

a√
(a+ 2b)3

·
∑
cicl

a
√
a+ 2b ·

(∑
cicl

a
√
a+ 2b

)2
CBS

≥

(∑
cycl

a√
a+ 2b

)2

·

(∑
cicl

a
√
a+ 2b

)2
CBS

≥

(∑
cycl

a

)4

. (1)

Pe de alt« parte,(∑
cycl

a
√
a+ 2b

)2

=

(∑
cycl

√
a ·
√

a(a+ 2b)

)2
CBS

≤ (a+ b+ c)(a(a+2b)+ b(b+2c)+

c(c+ 2a)) = (a+ b+ c)3, deci

(∑
cycl

a
√
a+ 2b

)3

≤
√
(a+ b+ c)9. (2)

Din (1) �si (2) rezult« imediat concluzia.
Egalitatea are loc dac« a = b = c.
Remarc«: Inegalitatea este o consecint�« direct« a inegalit«t�ii lui Jensen pentru

funct�ia convex« f(x) =
1√
x3

, numerele x1 = a + 2b, x2 = b + 2c, x3 = c + 2a �si

ponderile a1 = a, a2 = b, a3 = c.

Problema 3. Alina �si Bogdan joac« urm«torul joc. Ei au o gr«mad« format« din
330 de pietricele. Cei doi juc«tori mut« alternativ. La o mutare se iau din gr«mad«
1, n sau m pietricele. C¥�stig« jocul cel care ia ultima pietricic«. �Inainte de a ��ncepe,
Alina alege num«rul n, (1 < n < 10), dup« care Bogdan alege num«rul m, (m 6= n,
1 < m < 10). Alina mut« prima. Care din cei doi juc«tori are strategie de c¥�stig?
Dar dac« la ��nceput ��n gr«mad« sunt 2018 pietricele?

Olimpiad« Belarus, prelucrare

Solut�ie:

Bogdan are strategie c¥�stig«toare. Iat« o astfel de strategie (exist« �si altele):
1. dac« Alina alege un num«r n nedivizibil cu 3, atunci Bogdan alege m = 2 (sau
un alt num«r nedivizibil cu 3 dac« Alina a ales n = 2);
2. dac« Alina alege 3 sau 9, Bogdan alege 5;
3. dac« Alina alege 6, Bogdan alege 4.

1. �In primul caz, Alina va l«sa ��n gr«mad« un num«r de pietricele care nu este
divizibil cu 3, Bogdan va lua 1 sau 2 pietricele pentru a l«sa mereu un num«r de
pietricele care este divizibil cu 3. Astfel, la final, el va fi cel care va ajunge s« lase
0 pietricele.
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2. Dac« Alina alege un num«r impar, ��n particular 3 sau 9, Bogdan alege un num«r
m impar �si ia de pe mas« mereu o pietricic«. Astfel, dup« mut«rile Alinei va r«m¥ne
un num«r impar de pietricele, dup« mut«rile lui Bogdan, un num«r par de pietri-
cele. A�sadar ultima mutare o va face Bogdan.
3. Dac« Alina alege 6, Bogdan alege 4 �si va muta astfel: dac« Alina ia 1 sau 6 pie-
tricele, Bogdan ia 4, iar dac« Alina ia 4, Bogdan ia una, astfel ��nc¥t dup« mut«rile
lui Bogdan num«rul pietricelelor s« fie mereu multiplu de 5. Cum init�ial num«rul
pietricelelor este multiplu de 5, Alina va urma la mutare mereu c¥nd pe mas« exist«
5k pietricele �si ea nu va putea c¥�stiga.

Dac« init�ial pe mas« sunt 2018 pietricele, Alina c¥�stig« aleg¥nd n = 2.
- Dac« Bogdan alege m ∈ {4, 5, 7, 8}, Alina mut« astfel ��nc¥t s« lase mereu un
num«r de pietricele divizibil cu 3 (init�ial ia 2 pietricele).
- Dac« Bogdan alege m = 3, Alina mut« astfel ��nc¥t s« lase mereu un num«r de
pietricele divizibil cu 4 (init�ial ia 2 pietricele). (Apoi, dac« Bogdan ia 1, 2 sau 3
pietricele, Alina ia 3, 2, respectiv 1 pietricele, l«s¥nd din nou un num«r de pietricele
divizibil cu 4.)
- Dac« Bogdan alege m = 6, Alina mut« astfel ��nc¥t s« lase mereu un num«r de
pietricele care s« dea unul din resturile 0 sau 3 la ��mp«rt�irea cu 7 (init�ial ia 2 pie-
tricele). (Apoi, dac« Bogdan g«se�ste pe mas« 7k pietricele �si ia 1, 2 sau 6 pietricele,
atunci Alina ia 6, 2, respectiv 1 pietricele, iar dac« Bogdan g«se�ste pe mas« 7k+3
pietricele �si ia 1, 2 sau 6 pietricele, Alina ia 2, 1, respectiv 1 pietricele.)
- Dac« Bogdan alege m = 9, Alina ia astfel ��nc¥t s« lase un num«r de pietricele
care d« unul din resturile 0, 3 sau 6 la ��mp«rt�irea cu 10. Astel, prima ei mutare
va fi s« ia 2 pietricele. Dac« Bogdan urmeaz« la mutare c¥nd pe mas« sunt 10k
pietricele, atunci: dac« Bogdan ia 1, 2 sau 9 pietricele, Alina ia 9, 2, respectiv 1
pietricele l«s¥nd 10(k − 1) sau 10(k − 1) + 6 pietricele. Dac« Bogdan urmeaz« la
mutare c¥nd pe mas« sunt 10k + 3 pietricele, atunci: dac« Bogdan ia 1, 2 sau 9
pietricele, Alina ia 2, 1, respectiv 1 pietricele l«s¥nd 10k sau 10(k−1)+3 pietricele.
(Ultima situat�ie este posibil« numai dac« k 6= 0.) Dac« Bogdan urmeaz« la mutare
c¥nd pe mas« sunt 10k + 6 pietricele, atunci: dac« Bogdan ia 1, 2 sau 9 pietricele,
Alina ia 2, 1, respectiv 1 pietricele l«s¥nd 10k + 3 sau 10(k − 1) + 6 pietricele.
(Ultima situat�ie este posibil« numai dac« k 6= 0.)

A�sadar, oricum ar alege Bogdan valoarea lui m, aleg¥nd n = 2 �si lu¥nd prima dat«
2 pietricele din gr«mad«, Alina c¥�stig«.

Problema 4. Fie ABC un triunghi �si E, F dou« puncte arbitrare pe laturile
(AB), respectiv (AC). Cercul circumscris triunghiului AEF intersecteaz« a doua
oar« cercul circumscris triunghiului ABC ��n punctulM . FieD simetricul luiM fat�«
de dreapta EF �si O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Demonstrat�i
c« D ∈ BC dac« �si numai dac« O se afl« pe cercul circumscris triunghiului AEF .
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Solut�ie: Dac« M = A, adic« cercurile sunt tangente ��n A, atunci omotetia de
centru A care transform« cercul circumscris triunghiului AEF ��n cercul circumscris
triunghiului ABC transform« segmentul [EF ] ��ntr-un segment paralel cu acesta,
[BC]. Atunci D ∈ BC dac« �si numai dac« [EF ] este linia mijlocie ceea ce este
echivalent cu AEOF inscriptibil.
S« presupunem��n continuare c«M se g«se�ste pe arcul mic AB. Atuncim(∠AEF )=
m(∠AMF ) < m(∠AMC) = m(∠ABC), deci exist« {G} = EF ∩ BC �si B ∈
(GC). Se �stie c« cercurile circumscrise triunghiurilor ABC, AEF , EBG �si FCG
au un punct comun, punctul lui Miquel al patrulaterului complet BCFEAG. Cum
cercurile circumscrise triunghiurilor ABC �si AEF se taie a doua oar« ��n M , rezult«
c« patrulaterele MGBE �si MFCG sunt inscriptibile. Atunci:
D ∈ BC ⇔ ∠MGE ≡ ∠CGE ⇔ m(∠AEM) = 2m(∠ABM) = m(∠AOM) ⇔ O
apart�ine cercului circumscris triunghiului AEF .

Faptul c« patrulaterul MGBE este inscriptibil poate fi justificat u�sor �si f«r« a
invoca punctul lui Miquel (demonstr¥nd practic teorema):
m(∠EGB) = m(∠EBC)−m(∠BEG) = m(∠ABC)−m(∠AEF ) = m(∠AMC)−
m(∠AMF ) = m(∠FMC) deci patrulaterul MFCG este inscriptibil.
Apoi, m(∠BMC) = m(∠BAC) = m(∠EAF ) = m(∠EMF ), de unde rezult« c«
m(∠EGB) = m(∠BME), deci m(∠BME) = m(∠BGE), ceea ce arat« c« patru-
laterul GBEM este inscriptibil.
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Al cincilea test de select�ie pentru OBMJ

Bucure�sti, 17 mai 2018

Problema 1. Fie p un num«r prim mai mare ca 5 �si S = {p−n2 | n ∈ N, n2 < p}.
Demonstrat�i c« S cont�ine dou« elemente a �si b astfel ��nc¥t 1 < a < b �si a divide b.

baraj Argentina

Solut�ie:

Vom ar«ta c« cel mai mic element al lui S care e mai mare ca 1 divide un ele-
ment mai mare al lui S. Dac« p este de forma m2 + 1 cu m ∈ N, ar«t«m c«
p − (m − 1)2 = 2m divide p2 − 1 = m2. �Intr-adev«r, cum m este par, rezult« c«
2m | m2.
Dac« p nu este de forma m2 + 1, el nu este nici de forma m2 + 2m (acesta este
num«r compus c«ci m > 1), deci m2 + 1 < p < m2 + 2m pentru un anumit m ∈ N
(m ≥ 2). Ar«t«m c« p −m2, care este un element mai mare ca 1 al lui S, divide
un element mai mare al lui S. Condit�ia ca p − m2 s« divid« un num«r de forma
p−n2 cu n ∈ {1, 2, . . . ,m−1} este echivalent« cu p−m2 divide unul din numerele
m2− 12, m2− 22, . . . , m2− (m− 1)2. Fiind mai mic ca 2m, p−m2 divide unul din
urm«toarele 2m− 1 numere consecutive: 1, 2, . . . , m− 1, m, m+ 1, . . . , 2m− 1.
Dac« singurul din aceste numere pe care p−m2 ��l divide este m, adic« p−m2 nu
divide niciunul din numerele 1, 2, . . . , m− 1, atunci p−m2 ≥ m. Dar pe de alt«
parte, p −m2 ≤ m. Rezult« c« p −m2 = m, adic« p = m(m + 1), care ��ns« este
num«r compus. Rezulta c« p−m2 divide unul din numerele unul din urm«toarele
numere: 1, 2, . . . , m− 1, m+1, 2m− 1, deci una din diferent�ele m2− 12, m2− 22,
. . . , m2 − (m− 1)2.

Problema 2. Fie k un num«r real, cu k > 2.
a) Ar«tat�i c« pentru orice numere pozitive x, y �si z are loc inegalitatea

√
x+ y +

√
y + z +

√
z + x > 2

√
(x+ y)(y + z)(z + x)

xy + yz + zx
.

b) Demonstrat�i c« exist« numere pozitive x, y �si z pentru care

√
x+ y +

√
y + z +

√
z + x < k

√
(x+ y)(y + z)(z + x)

xy + yz + zx
.

Leonard Giugiuc
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Solut�ie:

a) Avem
√
x+ y +

√
y + z +

√
z + x > 2

√
(x+ y)(y + z)(z + x)

xy + yz + zx
⇔

x+ y + z +
√

x2 + xy + yz + zx+
√

y2 + xy + yz + zx+
√

z2 + xy + yz + zx >

2 · (x+ y)(y + z)(z + x)

xy + yz + zx
. Dar√

x2 + xy + yz + zx > x,
√

y2 + xy + yz + zx > y �si
√

z2 + xy + yz + zx > z,

de unde x+ y + z +
√

x2 + xy + yz + zx+
√

y2 + xy + yz + zx+√
z2 + xy + yz + zx > 2(x+ y + z). Este suficient s« ar«t«m c«

x+ y + z ≥ (x+ y)(y + z)(z + x)

xy + yz + zx
,

adic«
(x+ y + z)(xy + yz + zx) ≥ (x+ y)(y + z)(z + x).

Efectu¥nd calculele se ajunge la xyz ≥ 0, ceea ce este evident adev«rat.
b) Fie z = 1. C«ut«m x, y > 0 cu y = x astfel ��nc¥t

√
x+ y +

√
y + z +

√
z + x < k

√
(x+ y)(y + z)(z + x)

xy + yz + zx
,

adic« 2
√
x+ 1 +

√
2x < k

√
2(x+ 1)2

x+ 2
, sau

√
x+ 2

2(x+ 1)

(
2 +

√
2x

x+ 1

)
< k.

Cum

√
x+ 2

2(x+ 1)
< 1, este suficient s« g«sim x pentru care 2+

√
2x

x+ 1
< k, adic«√

2x

x+ 1
< k − 2, sau, echivalent,

2x

x+ 1
< (k − 2)2. Not¥nd t = (k − 2)2 > 0,

condit�ia de mai sus este ��ndeplinit« de orice x > 0 dac« t ≥ 2, iar dac« t < 2

ea revine la x <
t

2− t
. Deoarece

t

2− t
> 0, exist« numere x, y, z care satisfac

condit�iile din enunt�.

Problema 3. Fie ABC un triunghi ascut�itunghic ��n care AB < AC, G centrul
s«u de greutate �si D piciorul ��n«lt�imii din A. Dreapta DG intersecteaz« arcul mic
BC al cercului circumscris triunghiului ABC ��n punctul E. Ar«tat�i c« dreapta AB
este tangent« cercului circumscris triunghiului BDE.

Solut�ie: Fie F cel«lalt punct de intersect�ie a dreptei DG cu cercul circumscris tri-
unghiului ABC. Concluzia este echivalent« cu ∠BEF ≡∠ABC, deci cu congruent�a
arcelor AC �si BF , ceea ce revine la congruent�a arcelor AB �si FC, deci la AF ‖ BC
(cu alte cuvinte la ABCF trapez isoscel). Se �stie c« omotetia de centru G �si raport
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−1/2 duce cercul circumscris ��n cercul lui Euler. Cum D se afl« pe cercul lui Euler,
iar F pe cercul circumscris, iar punctele D, G �si F sunt coliniare, omotetia de mai
sus duce punctul F ��n punctul D. Dar o omotetie duce un segment ��ntr-unul paralel
cu acesta, deci ea duce segmentul [AF ] ��n segmentul [MD] (M este mijlocul laturii
[BC]). Rezult« c« AF ‖ MD, deci AFCB este un trapez inscriptibil, adic« unul
isoscel, de unde concluzia.

Alt« finalizare: (Mircea Fianu)
Fie H ortocentrul triunghiului �si N �si P simetricele lui H fat�« de D, respectiv M .
Se �stie c« ambele puncte se afl« pe cercul circumscris triunghiului ABC, P fiind
diametral opusul lui A. Dac« Q este intersect�ia perpendicularei din P pe BC cu
cercul circumscris lui ABC, atunci ANPQ este dreptunghi, deci AQ ‖ NP ‖ DM

�si AQ = NP = 2DM . A�sadar ∠QAG ≡ ∠GMD �si
AQ

DM
= 2 =

AG

GM
, deci tri-

unghiurile QAG �si DMG sunt asemenea, deci D,G,Q sunt coliniare. Rezult« c«
Q = F , de unde concluzia.

Problema 4. �In n cutii transparente se introduc bile ro�sii �si bile albastre. Trebuie
alese 50 de cutii astfel ��nc¥t ele s« cont�in« ��mpreun« cel put�in jum«tate din bilele
ro�sii �si cel put�in jum«tate din bilele albastre. Este ��ntotdeauna posibil« o asemenea
alegere indiferent de num«rul bilelor �si de modul ��n care au fost distribuite ��n cutii
dac«:
a) n = 100;
b) n = 99?

Solut�ie:

a) La 100 cutii: ��n 25 de cutii pun c¥te o bil« ro�sie, iar ��n celelalte 75 c¥te o bil«
albastr«. Pentru a alege cel put�in jum«tate din bilele ro�sii trebuie alese 13 cutii care
cont�in bile ro�sii, iar pentru a alege cel put�in jum«tate din bilele albastre, trebuie
s« alegem cel put�in 38 de cutii care cont�in bile albstre, deci cel put�in 51 de cutii ��n
total. Prin urmare, dac« avem 100 de cutii, este posibil s« nu putem alege 50 care
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s« cont�in« cel put�in jum«tate din totalul bilelor de fiecare culoare.
1 si 75 cu cate o bila de culoarea 2. trebuie alese cel putin 13 din primele si 38 din
urmatoarele, adica 51.
b) Demonstr«m prin induct�ie c« dac« avem 2n+ 1 cutii, atunci putem alege n+ 1
dintre ele astfel ��nc¥t s« avem cel put�in jum«tate din bilele de fiecare culoare.
Pentru n = 1: dac« n-am putea alege dou« cutii, atunci cea care r«m¥ne are ma-
joritatea bilelor ro�sii sau majoritatea bilelor albastre. Dar exist« cel mult c¥te o
asemenea alegere pentru fiecare culoare �si 3 cutii disponibile, deci exist« cel put�in
o cutie care nu are nici majoritatea ro�siilor, nici majoritatea albastrelor. Aleg¥nd
celelalte dou« cutii, det�inem cel put�in jum«tate din bilele din fiecare culoare.
Pasul de induct�ie. Spunem c« dou« cutii sunt comparabile dac« una din ele are cel
put�in la fel de multe bile din fiecare cuiloare ca cealalt«. Daca exist« dou« cutii
comparabile, le elimin«m �si aplic«m ipoteza de induct�ie celor 2n− 1 cutii r«mase,
apoi complet«m cele n cutii alese cu cutia mai mare dintre cele dou« compara-
bile. Dac« nicicare dou« cutii nu sunt comparabile, not«m cu ai, bi num«rul de
bile ro�sii, respectiv albastre din cutia i. Reordon¥nd eventual cutiile, o s« avem
a1 > a2 > . . . > a99 �si b1 < b2 < . . . < b99. Alegem cutiile de rang impar. Acestea
cont�in ��mpreun« cel put�in jum«tate din bilele din fiecare culoare.
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