Olimpiada Nationala de Matematica
Primul baraj pentru Olimpiada Balcanica de Matematica pentru Juniori,
Satu Mare, 6 aprilie 2018

Problema 1. Aritati ca ecuatia 22 +y%+ 22 = x +y+ 2+ 1 nu are solutii in multimea,
numerelor rationale.

Solutie:

Ecuatia se poate scrie echivalent sub forma (22 — 1)* + (2y — 1)?+ (22 —1)*=7. ...1p
Daca aceasta ecuatie ar avea o solutie rationala (z,y, z), notand 2z — 1 = ‘;—11, 2y—1= Z—j,
2z—1= Z—g am obtine ca numerele intregi ay, by, as, b, as, by satisfac egalitatea (&1b2b3)2 +
(bl(lgbg)Q + (bleCLg)Q = 7(b1b2()3)2. ................................................... 2p
Acest fapt ar implica existenta a patru numere intregi a, b, ¢, d astfel ca a® +b* +c* = 7d>.
Daca c.m.m.d.c.(a, b, ¢, d) = k, impartind cu k? am gési o solutie (a, b, c,d) € Z* a ecuatiei
a4+ > + ¢ = 7d* cu cmm.d.c.(a,b,,c,d) = 1. Atunci a,b, c,d nu pot fi toate pare.
Deoarece un patrat perfect da unul din resturile 0, 1 sau 4 la impartirea cu 8, membrul
stang da unul din resturile 1, 2, 3, 5 sau 6 la Impartirea cu 8, in vreme ce 7d? da rest 0,
4 sau 7. Prin urmare egalitatea nu poate avea loc........... ... ... .. .. ... .. 4p

Problema 2. Fie numerele reale pozitive a, b, ¢ astfel incat a® + b? + ¢? = 3. Aratati

v

ca

1 3 5
— 4+ =+ = >4a* + 3b* + 2¢%.
a b ¢
Cand are loc egalitatea?
Marius Stanean, Zalau
Solutia 1:
1 3 5
Inegalitatea se poate scrie astfel — + ot V+ 22 >4+ 02+ ) oo 2p
a c
Aplica inegalitatea mediilor (pe buca ti sau pentru 12 numere) ...................... 4p
Egalitatea are loc atuncicand a =b=c=1. ... ... ... .. . 1p
Solutia 2:
3 13 a?
Avem z° —3x+2>0,Ve > 0. Deducemca — > = — —. ... ... ... .. ... 3p

x
Scriind aceasta inegalitate pentru a, b, ¢ si inmultind cu 1, 3, respectiv 5, obtinem prin
3.5 2T a? + 3b% + 5¢?

1
adunare — + — + — > . Folosind ca 27 = 9(a® + b* + ¢?) se obtine
a b ¢ 2 2

COMCIUZIA. .. 3p
Egalitatea are loc daca gi numai dacaa=b=c=1. ........ ... ... . ... . ... 1p



Problema 3. Fie ABC un triunghi oarecare astfel incat AB > AC. Punctul P €
(AB) are proprietatea ca ZACP = ZABC. Fie D simetricul lui P fata de AC' si E punctul
in care cercul circumscris triunghiului BC'D taie a doua oara dreapta AC'. Demonstrati
ca AE = AC.

Viad Robu, Baia Mare

Solutie: Fie () punctul in care cercul circumscris triunghiului BC'D intersecteaza a doua

oara dreapta AB. Atunci ZQEA = ZQBC = ZECP, deci EQ || PC. .............. 2p
In plus, ZECP = ZECD implica QD || EC, deci EQ =CD =CP.................. 4p
Deducem ca FQCP este paralelogram, de unde concluzia............................ 1p

Problema 4. Care este numarul maxim de ture ce se pot plasa pe o tabla de gah
astfel Incat orice tura sa atace exact doua alte ture?

Alexandru Mihalcu, Oxford

Solutie:

Spunem ca turele de pe tabla sunt de doua feluri:

de tipul 7'1 daca sunt atacate din directii perpendiculare, respectiv de tipul 72 daca sunt
atacate din aceeasi directie, dar sens contrar.

Presupunem ca putem plasa maxim x ture, m de tipul 7'1 si n de tipul 72. Observam ca
orice tura de tipul T'1 determina 2 linii de pe care este atacata (din cele 16 ale tablei: 8
orizontale si 8 verticale), iar exact o alta tura de tipul 7T'1 se afla pe oricare dintre aceste
doua linii. Pentru turele de tipul 72, putem observa ca ele nu pot fi atacate din alta
directie in afara celei din care sunt atacate deja, deci pentru fiecare din cele m ture, exista

o . - 2n
m linii care nu mai pot fi ocupate de alte ture. In total am putea avea 53 +m=n+m

linii. Deci 16 > m 41 = . oo 5p
Problema se termina cand gasim un exemplu cu 16 ture: ........................... 2p
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Olimpiada Nationala de Matematica
Primul baraj pentru Olimpiada Balcanica de Matematica pentru Juniori,
Bucuresti, 13 aprilie 2018

Problema 1. Determinati numerele naturale n > 3 cu proprietatea ca, pentru orice

m € N exista numerele intregi aq, ao, ..., a, astfel incat a; +as + ...+ a, = 0 si ajas +
asas + ...+ ap_10a, + a,a; = —m.

Solutie:
Orice n > 5 are proprietatea ceruta: putem alege a1 =1—m, ao =az3=...=a,_3 =0,
ap—2 = _17 Ap—1 =M, Qp = 0.

Numerele n = 3 si n = 4 nu au proprietatea ceruta.

Pentru n = 3, —2m = 2a,as + 2asa3 + 2aza; = (a1 + as + a3)? — a2 - a3 — a2 revine la
a3 + a3 + a2 = 2m, relatie care nu are loc de exemplu pentru m = 14. Intr-adevar, 28 nu
se poate scrie ca suma de trei patrate perfecte.

Pentru n = 4, —m = ayas + asaz + azay + asa; = (a; + az)(az + ay) = —(a; + az)? poate
avea loc numai pentru m patrat perfect, deci nu pentru orice m natural.

Remarca: Teorema celor trei patrate a lui Legendre spune ca un numar natural se
scrie ca suma de trei patrate perfecte daca si numai daca nu este de forma 4%(8b + 7) cu
a,b € N. Aceasta teorema explica alegerea lui 2m = 28 in solutia de mai sus.

Problema 2. Fie z,y, 2z > 0 astfel incat 222 + 3y? + 622 + 12(x +y + 2) = 108. Aflati
maximul expresiei 23y%z.

Solutie:
Intuind ca maximul se atinge pentru z = 3, y = 2, z = 1, inmultim egalitatea din enunf
cu 6 si aplicam inegalitatea (ponderata a) mediilor:
6 - 108 = 422 + 4% + 42% + 9% + 9% + 3622 + 122 + 122 + 122 + 122 + 120 + 122 +
18y + 18y + 18y + 18y + 362 + 362 > 18 §/228 . 324. z12. 48 . 24 de unde rezultd imediat
ca maximul cerut este 108 si se atinge atunci cand toate aceste numere sunt egale, adica
pentrux =3,y =2, z = 1.

Problema 3. Triunghiul ABC' are proprietatea ca exista un unic punct X € [BC]
astfel incat AX? = BX - CX. Demonstrati ci AB + AC = BC/2.

Solutie:
Fie T simetricul lui A fata de X. Din reciproca teoremei puterii punctului, ABTC' este
inscriptibil. Daca paralela prin T' intersecteaza cercul circumscris triunghiului ABC' in
U, iar AUNBC = {Y}, atunci Y € [BC] si BY - CY = AY - UY = AY?, deci pentru ca
punctul X sa fie unic este necasar ca T'= U, adica T sa fie mijlocul arcului BC', adica X



sa fie piciorul bisectoarei.

De aici se poate finaliza in mai multe moduri, de exemplu cu formula pentru lungimea
bisectoarei.

O finalizare simpla e si cu relatia lui Stewart:

Notand AX = ¢, BX =z, CX = y, avem b?z + c®y = (*a + axy. Se stie cd x =
ab
+c

)

b+ec

V= Atunci 2 = 2y < bz + 2y =2azy < (b+¢)? =2a> © b+ c = aV/2.

Comentariu: Scriind relatia lui Stewart si inlocuind AX? = BX - CX si OX
a — BX, se ajunge la urmétoarea ecuatie in necunoscuta x = BX: f(z) := 2az? — (¢
2a2 —b*)z+c*a = 0. Cum f(0)- f(a) > 0, aceastd ecuatie are o unica solutie in [0, a] dac
si numai daca A = 0 (se verifica ca acea solutie este intr-adevar in [0, a] daca A = 0). Ori
A = (avV2+b+c)(avV2+b—c)(av/2 —b+c)(av2 — b —c). Singurul factor care se poate
anula este av/2 — b — c.

99<+ I

Problema 4. Pentru n > 2 consideram n cutii ordonate de la stinga la dreapta, in
care punem cate o bila ce poate avea una dintre culorile rogu, albastru sau alb, astfel ca
sa fie indeplinita conditia:

Oricare dintre cutii este vecina cu cel putin una cu bila de aceeasi culoare.

Notam cu [,, numarul de astfel de configuratii.

a) Determinati /17 justificand raspunsul.

b) Determinati cu demonstratie formula generala pentru I,.

Solutie:

Fie a, numarul de configuratii care incep cu o culoare fixata, sa zicem rosu. E clar ca
I, = 3a,

Evident as = 1,a3 = 1. Fie acum n > 4. Avem bila rogie in prima cutie si definim
k = cea mai mare secventa de bile rosii incepand cu prima pozitie.

Distingem cazurile:

- k = 2; Pe pozitia a doua e o bila rosie si pe a treia alb sau albastru, deci doua
variante. Aceaste configuratii vor da 2a,,_s.

- k > 3: Eliminam prima bila si ajungem la situatia a,_;. Cum cele doua tipuri de
configuratii sunt diferie si le cuprind pe toate avem a, = a,_1 + 2a,_o. Prin inductie
gasim formula a,, = w deci I,, = 2" + (—1).

Pentru n = 11 deducem a;; = 1023.
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Al doilea test de selectie pentru OBMJ
Bucuresti, 25 aprilie 2018

Problema 1. Determinati toate triplete (a,b,c) de numere reale pentru care au loc simultan
relatiile:
a(b® + ¢) = c(c + ab),

b(c* +a) = ala + be),
c(a® +b) = b(b + ca).
Olimpiada Cehia gi Slovacia

Solutie: Fie (a,b,c) o solutie a sistemului. Dacd unul dintre numerele a, b, ¢ este egal cu 0, de
exemplu dacd ¢ = 0, atunci din c(a® + b) = a(b + ca) rezultd a = 0, apoi, similar, cad b = 0.
Agadar, daca abc = 0, atunci a = b = ¢ = 0. Cautdm in continuare solutii cu abc # 0. Relatiile
din enunt se pot rescrie echivalent

ab(b—c¢) =c(c—a)
be(c —a) = ala—0)
ca(a—b) =b(b—c).

Astfel, a?b*c?(a — b)(b — ¢)(c — a) = abc(a — b)(b— ¢)(c — a).
Cazul 1: Printre numerele a, b, ¢ existd (cel putin) doud egale; fie acestea a gi b. Avem
alc+bec=0b%+abc = be=b2 < c=b,

deci in acest caz rezultd a = b = c. Reciproc, orice triplet cu componentele egale satisface relatiile
date.

Cazul 2: Dacd a # b # ¢ # a, atunci abc = 1. Rezultd ci ab(b—c¢) = c(c—a) & (b—c) = 2(c—a)
si inca doud relatii similare. Rezulta ca

a® + 0%+ A = ac® + ba? + cb®.

Dacd a,b,c > 0, atunci din inegalitatea mediilor avem a® + a® + b> > 3ba? (cu egalitate daca
a = b) care, adunatd cu analoagele, conduce la a® + b3 + ¢ > ac? + ba? + cb?. Avem agadar
egalitate in inegalitatea precedentd, deci a = b = c.
Daca una din variabile este pozitivd, iar celelalte doud negative, de exemplu a > 0, b,c¢ < 0,
atunci

b(c®+a)=ala+bc)=a*+1>0=0a<0,

contradictie.
In concluzie, singurele solutii sunt (a,b,c) = (x,z,z), YV € R.

Problema 2. Fie ABC un triunghi ascutitunghic in care AB < BC, O centrul cercului siu
circumscris si B’ piciorul inéltimii din B. Paralela prin B’ la C'O intersecteazs dreapta BO in
punctul X. Aratati cd X si mijloacele segmentelor [AB] si [AC] sunt coliniare.

Caucasus Mathematical Olympiad

Solutia 1: Fie M mijlocul laturii [AB]. Atunci m(ZOBC) = m(£ZOCB) = 90°—m(£LA) si M X ||
BC revine la m(ZMXB) = 90° — m(£LA). Dar m(£B'XB) = m(£X0OC) = 2m(£LOBC) =
180° — 2m(ZA). In triunghiul ABB’ avem MA = MB = MB’ si m(/BMB') = m(/MAB’) +
m(£LMB'A) = 2m(ZLA). Rezulta ca patrulaterul M BX B’ este inscriptibil, deci m(ZM X B) =
m(LMB'B) = m(£LABB') = m(£OBC), de unde concluzia.



Solutia 2: Fie K proiectia lui B pe paralela dusi prin A la BC. Atunci patrulaterul AK BB’
este inscriptibil, deci m(ZAB'K) = m(£LABK) = 90° — m(£B) = m(£LOCA) = m(LCB'X).
Rezults ci punctele K, B’ si X sunt coliniare. In fine, vom arita ci triunghiul BX K este isoscel
cu varful in X, de unde va rezulta ci X se giiseste pe mediatoarea segmentului [BK], adici
pe linia mijlocie a triunghiului ABC' paralela cu BC. Avem m(/XBK) = 90° — m(£LOBC) =
m(£LA) = m(£X KB) (din patrulaterul inscriptibil AKX BB’). Concluzia se impune.

Solutia 3: (Alezandru Mihalcu)

B'S OB 0OC BX
Fie S mijlocul lui [AC] si {T} = BX N AC. Atunci OS || BB’, deci ST Or 0T~ XT°
Din reciproca teoremei bisectoarei rezultd cd (XS este bisectoarea unghiului ZB'XT. Atunci

m(£LSXT) = %m(AB’XT) = %m(LXOC') =m(£LOBC), de unde concluzia.

1
Problema 3. FieA{aq+|q€@*, Q>0}a
q

A+A={a+blabe A}, A-A={a-bla,be A}.
Aratati ca:
i) A+ A+ A-A;
i) ( A+ A)NN=(A-4)NN.

Vasile Pop



Solutie:

1 1
i)Fiea:1+I:2eA, b=2—|—§€A.Avem

1 9
atb=2+2+45=5€A+A4

9
Aratam ca 3 ¢ A - A. Presupunem prin absurd ca

9 x t 24 y?) (2% + 12

O_(z oy (2, )2 EHy)E+)
2 Yy T t oz xyzt

cu (z,y) = (2,t) =1, z,y € N~

Rezultd 3 | 2? +y?sau 3 |22+t = 3 |zsau3|ysau3d | zsi 3|t

= (z,y) # 1 sau (z,t) # 1 contradictie

ii) Aratam ca A- A C A+ A.
1 1 1
(q1+) <q1+) = <Q1Q2+> + (q1+qg> €A+ A,
il q2 4142 @2 0

(A-A)NNC (A+A)NN.

deci

Incluziunea inversa:
(A+ A NNcC(A-A)NN.

x t 2? +y*)zt 4 (22 + 1)z
A P R L
T xyzt

Fie

cuz,y,2,t €N, (z,y) = (2,t) = 1. Avem:
(@ + 2 xy) =14 (22412 2t) =1,

deci rezulta
xy | 2t §i 2t | zy = xy = 2t.

- z x .
Ludm ¢; = —, g2 = — ¢l avem:
Y z

1 1 zZ oy T oz xr oy 22wy
Q-+ — @e+—)=|-+= (7+7)=f—i—7+f—|—f2
Q1 Q2 Yy oz z y o  xy oz

T 22 2t T z t
L2t (1) (2 ) neara
y z Y T t z

Problema 4. Fie o tabld 2018 x 2018. Numim dala LC o dald formatd din 9 patratele unitate
congruentd cu cea din figura de mai jos

[ 1]
l




Care este numarul maxim de dale LC ce pot fi agezate fard suprapuneri pe tabla? (Fiecare din
cele 9 patratele unitate ale dalei trebuie sa se suprapuna peste una din patratelele unitate ale
tablei; o dald poate fi rotita, simetrizatd, etc.)

Alexandru Girban

Solutie:
Numerotam liniile gi coloanele de la 1 la 2018. Coloram cu negru pitritelele unitate care au
ambele coordonate divizibile cu 3.

mmmmmm

2013
2014

2015
2016
2017

2018 [T T T TP Td

s
Ly
o
xn
u

Sunt 6722 patritele negre. Observim ci fiecare dalda LC acopera exact un patriitel negru, deci
putem plasa pe tabla cel mult 6722 dale. Pe de alt3 parte, exemplul de mai jos indicd un mod de
a ageza pe tabld 6722 dale. Asadar maximul ciutat este 6722




Al treilea test de selectie pentru OBMJ
Bucuresti, 26 aprilie 2018

Problema 1. Determinati numerele prime p pentru care numarul a = 77 — p — 16 este patrat
perfect.
Lucian Petrescu

Solutie: p = 2 nu verificd. p = 3 este solutie: @ = 73 — 3 — 16 = 324 = 182, Ardtam ca nu avem
alte solutii. Fie p > 5 un numar prim. Daci p =1 (mod 4), atunci a = 2 (mod 4), deci a nu este
patrat perfect. Se constatd ugor ci p = 7 nu este solutie (calculand a, ultimele doua cifre ale lui
a sau observand cd a =5 (mod 7)). Dacd p > 7 este un numar prim de forma 4k + 3, atunci din
mica teorem3 a lui Fermat rezultd ca 77 = 7 (mod p), deci a = —9 (mod p), adicd p | a+9. Daca
a ar fi patrat perfect, atunci p divide a + 9 = b + 32 implica p divide b i p divide 3, ceea ce nu
se poate. Prin urmare, singura solutie a problemei este p = 3.

Problema 2. Fie ABC' un triunghi ascutitunghic in care AB # AC'. Fie D mijocul laturii [BC],
iar E gi F proiectiile lui D pe laturile AB, respectiv AC. Dacd M este mijlocul segmentului
[EF], iar O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, demonstrati ca dreptele DM si
AQO sunt paralele.

Solutie:

Fie {S} = AON BC si T punctul in care dreapta AD intersecteazd pentru a doua oard cercul
circumscris triunghiului ABC'. Patrulaterele ABTC gi AEDF sunt inscriptibile, deci ZTBD =
/TAC = /DFEF s /TCD = /TAB = /DFE. Rezultid ci triunghiurile DEF ¢i TBC sunt
% = g—g = ggg = % Rezulta atunci ca si triunghiurile TBD si DEM
sunt asemenea, deci ZEDM = /BTD = ZACB, deci m(£BDM) = m(£BDE)+m(LEDM) =
90° —m(LABC) +m(£LACB). Deoarece m(ZLOAC) = 90° —m(LABC), rezulta cd m(LASB) =
m(LSAC) + m(LACB) = 90° — m(£LABC) + m(£LACB) = m(£M DB), de unde rezulta ca AS
este paraleld cu M D.

asemenea. Atunci

Problema 3. Fie ABC D un patrulater inscriptibil. Paralela prin A la BD intersecteazi paralela
prin B la AC in punctul E. Cercul circumscris triunghiului ABE intersecteazd a doua oari
dreptele EC gi ED in punctele F', respectiv G. Aritati ca dreptele AB, CD ¢i F'G sunt paralele
sau concurente.

Severius Moldoveanu



Solutie: Cum <« ACB = < AD B, punctele C si D sunt fie ambele in interiorul cercului circumscris
triunghiului ABE, fie ambele pe acest cerc, fie ambele in exteriorul cercului. Avem agadar trei
cazuri: F' € (EC) si G € (ED),sau F' = C, G = D (caz in care afirmatia din enunt este evidenta),
sau C € (EF), D € (EG). Tratam numai primul caz, cel de-al treilea fiind analog. Avem ca

m(< FDC) = m(< FDB) + m(< BDC) = m(< FEA) + m(<« BAC) = ™25) 4 1n(q¢ ABE) =
w = m(< FGE), deci patrulaterul FGC D este inscriptibil. Observam ca dreapta AB
este axa radicald a cercurilor circumscrise triunghiului ABFE gi patrulaterului ABCD, dreapta
FG este axa radicala cercurilor circumscrise triunghiului ABFE i patrulaterului FGCD si dreapta
CD este axa radicald a cercurilor circumscrise patrulaterului ABCD gi patrulaterului FGCD.

Ori se stie ci axele radicale a trei cercuri sunt fie paralele, fie concurente.

Problema 4. Se considerd n greutati, n > 2, avand masele mq, mo, ..., m,, unde my € N,
1 < my < k pentru orice k € {1,2,...,n}. Demonstrati ci putem ageza greutitile pe talerele
unei balante astfel incat aceasta si stea in echilibru daca si numai daca mq + ms + ...+ m,, este
numar par.

Olimpiadd Estonia

Solutia 1: Este evident ca pentru ca greutétile sa poatd echilibra balanta suma maselor trebuie
si fie pard (si anume dublul sumei maselor greutitilor dintr-un taler).

Reciproc, demonstram prin inductie ,tare” dupd n cd dacd suma maselor este pard atunci greuta-
tile pot echilibra o balanta. Presupunem agadar afirmatia adevaratd pentru orice k < n greutiti
avand masa totala para. Distingem doud situatii:

e dacid m,_1 = my,, atunci m; + mo + ... + m,_o este numdar par, deci, conform ipotezei de
inductie pentru n — 2 greutiti, le putem ageza pe talerele unei balante astfel incat aceasta sa stea
in echilibru. In final adiugim cele doui greutiti de masd m,, in cate un taler al balantei. Aceasta
va ramane in echilibru.

e Dacd m,, # m,_1, in locul celor doud greutiti inventam una fictiva de masa m = |m,, — m,_1|.
Atunci 1 < m < n — 1, iar suma celor n — 1 greutdti este m; +ms + ... + my_o + m =
my 4+ me + ...+ my, — 2 - min{m,_1,m,}, adicd pard. Din ipoteza de inductie pentru n — 1
greutiti rezultd ca putem ageza aceste n — 1 greutiti pe talerele unei balante astfel incat aceasta
sd ramani in echilibru. Inlocuind acum greutatea de masa |y, — mp—1| cu max{m,_1, m,} si
punand in celalalt taler greutatea de masa min{m,,_, m, }, balanta va fi in echilibru.
Afirmatia este agadar demonstrata.

Solutia 2: Este evident ci pentru ca greutitile si poata echilibra balanta suma maselor trebuie
si fie pard (si anume dublul sumei maselor greutitilor dintr-un taler).

Reciproc, si presupunem ca suma maselor este pard. Agezim greutatea de masa m,, intr-unul
din talerele balantei. Modulul diferentei dintre masele greutitilor agezate in cele doud talere este
m,, < n. In continuare agezim succesiv greutatile de mase my,_1, Mp_a, ..., m; = 1 in talerul in



care suma este mai mica. (In caz cd balanta este in echilibru, agezim greutatea in oricare taler.)
Astfel, dupa agezarea grutitii my, diferenta dintre totalurile maselor in cele doui talere este cel
mult k. La sfarsit, procedand astfel, facem ca dupid agezarea greutdtii de masd m;, diferenta
dintre talere s3 fie cel mult 1. Insi suma totald a maselor fiind para, rezults ci diferenta este 0,
ceea ce ne propusesemn.



Al patrulea test de selectie pentru OBMJ
Bucuresti, 16 mai 2018

Problema 1. Demonstrati cd un numir natural A este patrat perfect daca si
numai daci, pentru orice numar natural nenul n, cel putin una din diferentele

(A+1)*—A, (A+2)°—A, (A+3)°—4, ..., (A+n)*-A
este divizibila cu n.
Olimpiada Cehia si Slovacia

Solutie:

Daca A este patrat perfect, adicd existd B € N astfel incat A = B2, atunci
(A+k)?— A= (B*+k)*—B*= (B*+ B+k)(B*— B+k) pentru orice k = 1,n si
exact unul dintre numerele (consecutive) B2+ B+ 1, B2+ B+2, ..., B>+ B+n
este divizibil cu n, de unde concluzia.

Reciproc, daca A nu este patrat perfect, atunci exista un factor prim p care in des-
compunerea in factori primi a lui A apare la o putere impara. Fie p un asemenea
numar prim si j € N* astfel incat p¥~! | A, dar p¥ { A. Alegem n = p* € N*
si arditdm ci niciunul din numerele (A 4+ 1)2 — A, (A4 2)? — A, (A + 3)? —
A, ..., (A+n)? — A nu este divizibil cu n. Intr-adevar, daca n | (A +m)* — A,
cum € {1,2,...,n}, adicd p¥ | A% + 2Am + m? — A, cum p¥~! | A, rezulta
p?~1 | m?, de unde p’ | m. Dar atunci p¥ | (A+m)? si p¥ | (A+m)? — A, deci
p? | A, contradictie.

Problema 2. Daca a,b,c > 0, aratati ca
a n b n c S 1
Vie+203  \J(b+2)3  lc+2a)P  Vatbtc

Alexandru Mihalcu

Solutie:

a
Din inegalitatea lui Holder avem: Z— . Za\/a +2b- Za\/a +2b -
cycl V (a + 2b)3 cycl cycl

Za\/a +2b > (a + b+ ¢)*, iar din inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz

cycl
rezulta

(Za\/a+2b> = (Z\/E \/a(a+2b)> < (a+b+c) - z:(a2 + 2ab) =

cycl cycl cycl

(a4 b+ ¢)*, de unde concluzia.



Egalitatea are loc daca si numai daca a = b = c.

In loc de inegalitatea lui Holder se putea aplica de doud ori inegalitatea Cauchy-
Buniakowsky-Schwarz:

ZW S ava+ 25 (Za a+2> =4

cycl cicl cicl

(z‘:ﬁ) (Zm) = (Z) 6

cicl cycl

Pe de alta parte,

(Za a+2> (Z\/_ va a+2b) g (a+b+c)(a(a+2b)+b(b+2c)+

cycl cycl

3

c(c+2a)) = (a+b+c)?, deci (Za\/a + 2()) </(a+b+c). (2)
cycl

Din (1) si (2) rezultd imediat concluzia.

Egalitatea are loc daca a = b = c.

Remarca: Inegalitatea este o consecintd directd a inegalitatii lui Jensen pentru

1
functia convexa f(z) = \/—_3, numerele 1 = a + 2b, x5 = b+ 2¢, x3 = ¢+ 2a §i
x

ponderile a; = a, as = b, az = c.

Problema 3. Alina si Bogdan joacd urmatorul joc. Ei au o gramada formati din
330 de pietricele. Cei doi jucatori muta alternativ. La o mutare se iau din gramada
1, n sau m pietricele. Cagtigit jocul cel care ia ultima pietricicd. Inainte de a incepe,
Alina alege numarul n, (1 < n < 10), dupa care Bogdan alege numarul m, (m # n,
1 < m < 10). Alina mutd prima. Care din cei doi jucatori are strategie de cagtig?
Dar daca la inceput in gramada sunt 2018 pietricele?

Olimpiada Belarus, prelucrare

Solutie:

Bogdan are strategie cagtigitoare. lata o astfel de strategie (existd si altele):

1. daca Alina alege un numar n nedivizibil cu 3, atunci Bogdan alege m = 2 (sau
un alt numar nedivizibil cu 3 dacd Alina a ales n = 2);

2. daca Alina alege 3 sau 9, Bogdan alege 5;

3. daca Alina alege 6, Bogdan alege 4.

1. In primul caz, Alina va lisa in grimadi un numir de pietricele care nu este
divizibil cu 3, Bogdan va lua 1 sau 2 pietricele pentru a ldsa mereu un numar de
pietricele care este divizibil cu 3. Astfel, la final, el va fi cel care va ajunge sa lase
0 pietricele.



2. Daca Alina alege un numir impar, in particular 3 sau 9, Bogdan alege un numar
m impar gi ia de pe masa mereu o pietricica. Astfel, dupd mutarile Alinei va ramane
un numdr impar de pietricele, dupa mutarile lui Bogdan, un numir par de pietri-
cele. Asadar ultima mutare o va face Bogdan.

3. Daca Alina alege 6, Bogdan alege 4 si va muta astfel: daca Alina ia 1 sau 6 pie-
tricele, Bogdan ia 4, iar dacd Alina ia 4, Bogdan ia una, astfel incat dupa mutarile
lui Bogdan numarul pietricelelor si fie mereu multiplu de 5. Cum initial numarul
pietricelelor este multiplu de 5, Alina va urma la mutare mereu cand pe masi exista
5k pietricele si ea nu va putea castiga.

Daci initial pe masa sunt 2018 pietricele, Alina castigd alegdnd n = 2.

- Dacd Bogdan alege m € {4,5,7,8}, Alina muta astfel incat si lase mereu un
numir de pietricele divizibil cu 3 (initial ia 2 pietricele).

- Dacid Bogdan alege m = 3, Alina muta astfel incat si lase mereu un numar de
pietricele divizibil cu 4 (initial ia 2 pietricele). (Apoi, dacd Bogdan ia 1, 2 sau 3
pietricele, Alina ia 3, 2, respectiv 1 pietricele, lasand din nou un numar de pietricele
divizibil cu 4.)

- Dacad Bogdan alege m = 6, Alina muta astfel incat sa lase mereu un numar de
pietricele care sd dea unul din resturile 0 sau 3 la impéartirea cu 7 (initial ia 2 pie-
tricele). (Apoi, dacd Bogdan gaseste pe masa 7k pietricele gi ia 1, 2 sau 6 pietricele,
atunci Alina ia 6, 2, respectiv 1 pietricele, iar daca Bogdan gaseste pe masa 7Tk + 3
pietricele gi ia 1, 2 sau 6 pietricele, Alina ia 2, 1, respectiv 1 pietricele.)

- Daca Bogdan alege m = 9, Alina ia astfel incat sa lase un numir de pietricele
care da unul din resturile 0, 3 sau 6 la impéartirea cu 10. Astel, prima ei mutare
va fi sa ia 2 pietricele. Dacid Bogdan urmeazi la mutare cand pe masa sunt 10k
pietricele, atunci: dacd Bogdan ia 1, 2 sau 9 pietricele, Alina ia 9, 2, respectiv 1
pietricele lasand 10(k — 1) sau 10(k — 1) + 6 pietricele. Dacid Bogdan urmeaza la
mutare cand pe masa sunt 10k + 3 pietricele, atunci: dacd Bogdan ia 1, 2 sau 9
pietricele, Alina ia 2, 1, respectiv 1 pietricele lasand 10k sau 10(k — 1)+ 3 pietricele.
(Ultima situatie este posibilda numai daci k # 0.) Dacd Bogdan urmeazi la mutare
cand pe masa sunt 10k 4 6 pietricele, atunci: dacd Bogdan ia 1, 2 sau 9 pietricele,
Alina ia 2, 1, respectiv 1 pietricele lasand 10k + 3 sau 10(k — 1) + 6 pietricele.
(Ultima situatie este posibila numai daca k # 0.)

Agadar, oricum ar alege Bogdan valoarea lui m, alegand n = 2 si luand prima data
2 pietricele din gramadi, Alina castiga.

Problema 4. Fie ABC un triunghi si £, F' doud puncte arbitrare pe laturile
(AB), respectiv (AC). Cercul circumscris triunghiului AEF intersecteaza a doua
oara cercul circumscris triunghiului ABC' in punctul M. Fie D simetricul lui M fata
de dreapta EF i O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Demonstrati
cd D € BC daca si numai daca O se afla pe cercul circumscris triunghiului AEF.



Solutie: Dacd M = A, adicad cercurile sunt tangente in A, atunci omotetia de
centru A care transforma cercul circumscris triunghiului AE'F in cercul circumscris
triunghiului ABC' transforma segmentul [F'F] intr-un segment paralel cu acesta,
[BC]. Atunci D € BC daca si numai dacd [E'F| este linia mijlocie ceea ce este
echivalent cu AEOF inscriptibil.

Sa presupunem in continuare ca M se gaseste pe arcul mic AB. Atunci m(LAEF)=
m(LAMF) < m(LAMC) = m(£LABC), deci exista {G} = EFNBC gi B €
(GC). Se stie ca cercurile circumscrise triunghiurilor ABC, AEF, EBG si FCG
au un punct comun, punctul lui Miquel al patrulaterului complet BCFEAG. Cum
cercurile circumscrise triunghiurilor ABC' i AE'F se taie a doua oard in M, rezulta
ca patrulaterele MGBE si M FCG sunt inscriptibile. Atunci:

D e BC & Z/MGE = ZCGE & m(LAEM) = 2m(£LABM) = m(£LAOM) < O

apartine cercului circumscris triunghiului AEF.

Faptul cd patrulaterul MGBE' este inscriptibil poate fi justificat ugor si fara a
invoca punctul lui Miquel (demonstrand practic teorema):

m(£LEGB) = m(£LEBC)—m(£BEG) = m(£LABC)—m(LAEF) = m(£LAMC)—
m(LAMF) = m(£LFMC) deci patrulaterul M FCG este inscriptibil.

Apoi, m(£BMC) = m(£LBAC) = m(LEAF) = m(ZEMF), de unde rezultd ca
m(£LEGB) = m(£LBME), deci m(£LBMFE) = m(£BGE), ceea ce aratd ci patru-
laterul GBEM este inscriptibil.



Al cincilea test de selectie pentru OBMJ
Bucuresti, 17 mai 2018

Problema 1. Fie p un numar prim mai mare ca 5 $i S = {p—n? | n € N, n* < p}.
Demonstrati ci S contine doua elemente a si b astfel incat 1 < a < b si a divide b.

baraj Argentina

Solutie:

Vom arata cd cel mai mic element al lui S care e mai mare ca 1 divide un ele-
ment mai mare al lui S. Dacd p este de forma m? +1 cu m € N, aratam ca
p— (m —1)2 = 2m divide p? — 1 = m?. Intr-adevar, cum m este par, rezulta ca
2m | m?.

Daca p nu este de forma m? + 1, el nu este nici de forma m? + 2m (acesta este
numér compus cici m > 1), deci m? +1 < p < m? + 2m pentru un anumit m € N
(m > 2). Artdm c& p — m?, care este un element mai mare ca 1 al lui S, divide
un element mai mare al lui S. Conditia ca p — m? sa dividd un numir de forma
p—n?cun € {1,2,...,m— 1} este echivalenta cu p—m? divide unul din numerele
m2—12,m?—22 ..., m?— (m—1)2 Fiind mai mic ca 2m, p —m? divide unul din
urmitoarele 2m — 1 numere consecutive: 1,2, ... . m—1, m, m+1, ... ,2m — 1.
Daca singurul din aceste numere pe care p — m? il divide este m, adici p — m? nu
divide niciunul din numerele 1, 2, ... , m — 1, atunci p — m? > m. Dar pe de alta
parte, p — m? < m. Rezultd ca p — m? = m, adica p = m(m + 1), care insa este
numar compus. Rezulta ca p — m? divide unul din numerele unul din urméatoarele
numere: 1,2, ..., m—1, m+1, 2m — 1, deci una din diferentele m? — 12, m? — 22,

,m?—(m—1)%

Problema 2. Fie £ un numar real, cu k > 2.
a) Aridtati cd pentru orice numere pozitive z, y si z are loc inegalitatea

\/x+y+\/y+z+\/z+x>2\/(w+y)(y+z)(z+m).

Ty +yz +zx

b) Demonstrati cd existd numere pozitive x, y si z pentru care

(z+y)(y+2)(z+2)
xy+yz+zr

\/x+y+\/y+z+\/z+x<k\/

Leonard Giugiuc



Solutie:

a) Avem \/x+y+\/y+z+\/z+x>2\/

CHYy+I)G+a)
Ty +yz + zx

Tyttt aytyz a4+ VPR ey +yzr+ e+ /2oy +yz+ze >
(z+y)(y+2)(z + )
Ty +yz + z2x
Vat4ay+yz+2e >, P+ ay+yz 2 > ysi/22 oy +yz+ x> 2,
de unde z +y + 2 + /22 + 2y + yz + 22 + /Y2 + 1Yy + Y2 + 22+
V224 2y +yz + 22 > 2(z + y + 2). Este suficient sa aratim ca

2. . Dar

(= +y)(y +2)(z + )
Ty +yz+zx

T+y+z2>

adici
(x+y+2)(zy +yz+ zx) >

(z+y)(y +2)(z+ )

Efectuand calculele se ajunge la xyz > 0, ceea ce este evident adevarat.
b) Fie z = 1. Cautam z,y > 0 cu y = z astfel incat

\/x+y+\/y+z+\/z+x<k\/(x+y)(y+z)(z+x),
TY + Yz + 2x
[2( 1) 2 2
adicd 2vx +1+V2x < k (z+ vt * < k.
r+2 :E+ +1
T+ 2 2x i
Cum ,/—— < 1, este suficient sa gasim = pentru care 2 + < k, adica
2(x +1) r+1

2z

r+1
conditia de mai sus este indeplinitd de orice x > 0 daca ¢ > 2, iar daca t < 2

2
< k — 2, sau, echivalent, % < (k—2)% Notand t = (k —2)? > 0,
x

> 0, existd numere x,y, z care satisfac

ea revine la x < Q—t Deoarece

conditiile din enunt.

Problema 3. Fie ABC un triunghi ascutitunghic in care AB < AC, G centrul
siu de greutate gi D piciorul indltimii din A. Dreapta DG intersecteaza arcul mic
BC' al cercului circumscris triunghiului ABC in punctul E. Aritati ca dreapta AB
este tangenta cercului circumscris triunghiului BDFE.

Solutie: Fie F' celalalt punct de intersectie a dreptei DG cu cercul circumscris tri-
unghiului ABC'. Concluzia este echivalenta cu ZBEF =/ZABC, deci cu congruenta
arcelor AC' i BF, ceea ce revine la congruenta arcelor AB si FC, decila AF || BC
(cu alte cuvinte la ABCF trapez isoscel). Se stie ¢ omotetia de centru G si raport



—1/2 duce cercul circumscris in cercul lui Euler. Cum D se afla pe cercul lui Euler,
iar I’ pe cercul circumscris, iar punctele D, G si F' sunt coliniare, omotetia de mai
sus duce punctul F' in punctul D. Dar o omotetie duce un segment intr-unul paralel
cu acesta, deci ea duce segmentul [AF] in segmentul [M D] (M este mijlocul laturii
[BC). Rezulta ca AF || M D, deci AFCB este un trapez inscriptibil, adica unul
isoscel, de unde concluzia.

Alta finalizare: (Mircea Fianu)

Fie H ortocentrul triunghiului i V gi P simetricele lui H fata de D, respectiv M.

Se gtie ca ambele puncte se afla pe cercul circumscris triunghiului ABC, P fiind

diametral opusul lui A. Dacad @) este intersectia perpendicularei din P pe BC cu

cercul circumseris lui ABC, atunci AN PQ este dreptunghi, deci AQ | NP || DM
= 2 = ——, deci tri-

si AQ = NP = 2DM. Asadar ZQAG = ZGMD si DM aM

unghiurile QAG si DM G sunt asemenea, deci D, G, Q) sunt coliniare. Rezulta ca
@ = F, de unde concluzia.

Problema 4. In n cutii transparente se introduc bile rosii si bile albastre. Trebuie
alese 50 de cutii astfel incat ele sa contina impreuna cel putin jumatate din bilele
rosii gi cel putin jumatate din bilele albastre. Este intotdeauna posibila o asemenea
alegere indiferent de numarul bilelor si de modul in care au fost distribuite in cutii
daca:

a) n = 100;
b) n =997
Solutie:

a) La 100 cutii: in 25 de cutii pun cate o bila rosie, iar in celelalte 75 cate o bila
albastra. Pentru a alege cel putin jumatate din bilele rosii trebuie alese 13 cutii care
contin bile rosii, iar pentru a alege cel putin jumatate din bilele albastre, trebuie
sa alegem cel putin 38 de cutii care contin bile albstre, deci cel putin 51 de cutii in
total. Prin urmare, daca avem 100 de cutii, este posibil sd nu putem alege 50 care



sa contind cel putin jumatate din totalul bilelor de fiecare culoare.

1 si 75 cu cate o bila de culoarea 2. trebuie alese cel putin 13 din primele si 38 din
urmatoarele, adica 51.

b) Demonstram prin inductie ca dacid avem 2n + 1 cutii, atunci putem alege n + 1
dintre ele astfel incat sd avem cel putin jumatate din bilele de fiecare culoare.
Pentru n = 1: daca n-am putea alege doud cutii, atunci cea care raméane are ma-
joritatea bilelor rosii sau majoritatea bilelor albastre. Dar exista cel mult cate o
asemenea alegere pentru fiecare culoare si 3 cutii disponibile, deci existd cel putin
o cutie care nu are nici majoritatea rosiilor, nici majoritatea albastrelor. Alegand
celelalte doud cutii, detinem cel putin jumatate din bilele din fiecare culoare.
Pasul de inductie. Spunem ca doua cutii sunt comparabile daca una din ele are cel
putin la fel de multe bile din fiecare cuiloare ca cealaltd. Daca exista doud cutii
comparabile, le eliminam gi aplicim ipoteza de inductie celor 2n — 1 cutii rdmase,
apoi completdm cele n cutii alese cu cutia mai mare dintre cele doud compara-
bile. Daca nicicare doua cutii nu sunt comparabile, notdm cu a;, b; numarul de
bile rosii, respectiv albastre din cutia ¢. Reordonand eventual cutiile, o sa avem
ay > Qg > ... > agg i by < by < ... < bgg. Alegem cutiile de rang impar. Acestea
contin impreuna cel putin jumatate din bilele din fiecare culoare.



