Olimpiada Nationala de Matematica
Primul baraj pentru Olimpiada Balcanica de Matematica pentru Juniori,
Deva, 25 aprilie 2019

Problema 1. Fie n un numar natural nenul dat. Determinati toti divizorii (pozitivi)
d ai lui 3n? pentru care n? + d este patrat perfect.

Cristinel Mortici

Solutia 1:

Daca d divide 3n?, atunci exista k,m € N astfel incat 3n? = d - k si n? + d = m?. Atunci
3 2

n? = % = m?, deci (mk)? = n?(k*+3k). De aici deducem ca k*+ 3k este patrat perfect.

Dar k* < k* + 3k < (k +2)?, deci k* + 3k = (k + 1)?, de unde k = 1 si d = 3n?.
Reciproc, pentru d = 3n? avem ca n? + d = (2n)? este intr-adevar patrat perfect.
Solutia 2:

Fie d un divizor al lui 3n? pentru care n? +d = m?. Atuncim > nsgid= (m—n)(m+n).
Daca notam cu D = (m,n) atunci exista a,b € N astfel ca m = Da, n = Db, cu a > b,
(a,b) = 1. Atunci conditia (m —n)(m+n) | 3n? devine (a —b)(a+0b) | 3b%. Dar (a,b) =1
implica (a + b,b) = 1 i (a — b,b) = 1, deci (a — b)(a +b) | 3. Cazul (a —b)(a+0b) =1
conduce laa —b=a+b =1, deci la b = 0, ceea ce nu convine. Ramane ca a —b = 1,
a+b=3,decia=2, b=1, adicdi m = 2n. De aici rezultd d = (2n)* — n? = 3n>.

Problema 2. Aflati valoarea maxima pe care o ia expresia

a+b
(4a® + 3)(4b + 3)

E(a,b) =

atunci cand a, b € R.
Marius Stanean

Solutia 1: .

1
Vom arata ca valoarea maxima este 6’ valoare care se atinge pentru a = b = 3

1
Inegalitatea F(a,b) < T este echivalenta cu 16(a + b) < (4a® + 3)(4b* + 3), inegalitate

care se poate scrie (4dab—1)2+4(a+b—1)*+2(2a — 1)+ 2(2b—1)? > 0 i este, ca atare,
evidenta.

Remarci: Inegalitatea 16(a + b) < (4a” + 3)(4b? + 3) se poate rescrie a?(16b* + 12) —
16a + (120> — 16b+9) > 0, Va, b € R si se poate demonstra privind expresia de mai sus
ca pe o functie de gradul al doilea in a.



Solutia 2:

1 1
Vom arata ca valoarea maxima este 6 valoare care se atinge pentru a = b = 3
1 b)?

Avem a + b < % (echivalentd cu (a +b—1)* > 0).
Din inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz avem (4a”+3)(4b*+3) = (4a®+1+2)(1+

40 +2) > (2a + 2b + 2)2.
Combinand cele dou inegalitdti de mai sus si folosind c& (4a® + 3)(4b? + 3) > 0, obtinem
2 2

a+b < (a+b+1) < (a+b+1)* 1

(402 + 3) (402 +3) ~ 4(4a2 +3)(402 +3) ~ 4(2a+2b+2)2 16

Problema 3. Fie ABC un triunghi, I centrul cercului sau inscris, D punctul de
contact al cercului inscris cu latura BC, iar E piciorul bisectoarei din A. Daca M este
mijlocul arcului BC' care il contine pe A al cercului circumscris triunghiului ABC' si
{F} = DINAM, demonstrati ca dreapta M I trece prin mijlocul segmentului [E'F].

Alexandru Girban

Solutie:

Se gtie ca bisectoarea unghiului A intersecteazi cercul circumscris in mijlocul arcului
BC' care nu contine punctul A. Notam acest punct cu S. Atunci M S este mediatoarea
segmentului [BC|, deci MS || ID (ambele sunt perpendiculare pe BC'). De asemenea,
LASC = ZABC i /SAC = /BAF arata ca triunghiurile SAC si BAFE sunt asemenea.

. AB AS . . . AB Al L -
Deducem ca BE — SO Din teorema bisectoarei, BE — IR Se stie ca ST = SC
JAS  AS AM

(rezulta dintr-un calcul de unghiuri in triu;llfhiul j ]\C;[ ). Atunci SC - S - ME Com-

binand egalitatile de mai sus rezulta ca TE = UF In fine, din teorema lui Menelaus
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aplicata pentru triunghiul AEF taiat de transversala I — X — M (unde {X} = IMNEF)

lt“AI EX MF—l'fl'd litat denta, obti 5 2 =1,d
rezu a]E ~F A si, folosind egalitatea precedenta, obtinem ca ~F b e

unde concluzia.

Problema 4. Ana si Bogdan joaca urmatorul joc: la Inceput, pe masa se afla o
gramada formata din n (n > 3) pietricele. Cei doi jucatori muta alternativ, prima mutand
Ana. La o mutare, jucatorul aflat la mutare imparte una din gramezile de pietricele aflate
pe masa in doua gramezi mai mici, nu neaparat egale. Castiga jucatorul care, prin mu-
tarea sa, face ca toate gramezile aflate pe masa sa contina cel mult doua pietricele.

In functie de valorile lui n, stabiliti care din cei doi jucatori are strategie castigatoare.

Solutie:
Ana cagtiga daca n = 3 sau daca n este par; Bogdan castiga daca n > 3 este impar.
Daca n este impar, n > 3, strategia lui Bogdan este urmatoarea: el lasa mereu pe masa
numai gramezi cu un numar impar de pietricele. Atunci, inclusiv la prima ei mutare, Ana
va Imparti o asemenea gramada in doua, una avand un numar par de pietricele, cealalta
un numar impar. Bogdan va imparti gramada cu un numar par in doua gramezi cu un
numar impar de pietricele.
Bogdan va proceda conform acestei strategii pana cand ajunge la mutare intr-una din
situatiile:
A: pe masa se afla o gramada cu 4 pietricele si restul cu una, caz in care Bogdan castiga
impartind gramada de 4 in doua de 2,
B: pe masa se afla o gramada de 3, una de 2, restul de 1, caz in care Bogdan castiga
impartind gramada de 3 intr-una de 2 si una de 1.
Daca n = 3 sau n = 4 este evident ca Ana castiga.
Daca n > 6 este par, Ana imparte gramada de pe masa intr-una de 1 si una de n — 1.
Cum n — 1 > 5 este impar, primul jucator (care este de-acum Bogdan), va pierde.
Alternativ, Ana imparte gramada in doua gramezi egale, iar apoi, orice ar muta Bogdan
intr-una din gramezi (sau ulterior intr-o gramada provenita din aceasta), Ana muta acelagi
lucru in cealalta gramada.



Olimpiada Nationala de Matematica
Al doilea baraj pentru Olimpiada Balcanica de Matematica pentru
Juniori, Bucuresti, 15 mai 2019

Problema 1. Determinati numerele naturale nenule a si b, cu (a,b) = 1, care
verifica relatia a? + b = (a — b)>®.

Problema 2. Fie n € N si A o multime formata din 8n + 1 numere naturale
nenule, prime cu 6 si mai mici decat 30n. Demonstrati ca exista a,b € A astfel
incat a divide b.

Problema 3. Un cerc cu centrul in O este tangent interior la doua cercuri secante
situate 1n interiorul sau. Daca S si T sunt punctele de tangenta, iar M si N sunt
punctele de intersectie a celor doua cercuri, cu /N situat mai aproape de dreapta
ST decat M, demonstrati ca dreptele OM si M N sunt perpendiculare daca si
numai daca punctele S, N si T sunt coliniare.

Problema 4. Fie a, b doud numere reale pozitive astfel incat 3(a? + b* — 1) =
4(a +b). Gasiti valoarea minima a expresiei

16 1

a b

Timp de lucru: 4 ore



Olimpiada Nationala de Matematica
Al doilea baraj pentru Olimpiada Balcanica de Matematica pentru
Juniori, Bucuresti, 15 mai 2019

Problema 1. Determinati numerele naturale nenule a si b, cu (a,b) = 1, care
verifica relatia a? + b = (a — b)>.

Luctan Petrescu si Mircea Fianu

Solutia 1:

Fie ¢ = a — b. Evident, ¢ € Z, ¢ > 2. Atunci a = b + ¢, deci ecuatia din enunt, se
scrie (b+ ¢)? + b = ¢*. Deducem ca ¢ divide b* + b = b(b+ 1) si, cum (b,¢c) = 1,
obtinem ci ¢ divide b+ 1. Pe de alta parte, b divide ¢3 — ¢* = ¢*(c — 1), deci b
divide c— 1> 0. Avem asadar c < b+ 1gib<c—1, deci b=c— 1. Revenind la
ecuatia (b+c)? +b = ¢*, obtinem ca 4c* — 3¢ = 3, adica ¢(c — 1)(c — 3) = 0. Cum
¢ > 2, rezulta ¢ = 3, b = 2, a = 5, numere care satisfac intr-adevar conditiile din
enunt.

Solutia 2:

Avem a® + b = a® — 3a*b + 3ab® — b?, de unde a divide b +b = b(b? + 1) si b divide
a®—a?>=a*(a—1). Cum (a,b) =1, rezultd a | 0>+ 1§ b | a— 1. Fie k € N astfel
incat a—1 = kb. Atunci a = kb+1 1l divide pe b*+1, deci si pe k(b*+1) —b(kb+1),
adica pe k—b. Cum kb+1 > |k—0b|, rezultd k—b = 0, deci a = b*+ 1. Substutuind
in ecuatia initiald se obtine dupa calcule ecuatia b(b® — 3b* + 5% — Tb* +4b—4) = 0.
Din conditia b°> — 3b* + 50> — Tb? + 4b — 4 = 0 rezulta b | 4, iar verificand b = 1,
b =2, b =4 se obtine b = 2 unica solutie. Rezulta a = b> + 1 = 5.

Problema 2. Fie n € N si A o multime formata din 8n 4+ 1 numere naturale
nenule, prime cu 6 gi mai mici decat 30n. Demonstrati ca exista a,b € A astfel
incat a divide b.

Cristinel Mortici

Solutie:

In multimea {1,2,...,30n} sunt 10n numere prime cu 30.

Intr-adevir, dacd 4, = {1 < z < 30n | 2 divide 2}, 4y = {1 < z < 30n |
3 divide z}, A3 = {1 <z < 30n | 5 divide z}, atunci A = {1,2,...,30n}\ (4; U
Ay U Aj3), deci card(A; U Ay U A3) = 15n + 10n 4+ 6n — bn — 3n — 2n +n = 22n,
apoi card A = 30n — 22n = 8n. (Altfel: sunt cate n numere care dau fiecare din
resturile 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 la impartirea cu 30.)

Fiecare © € A se poate scrie 5% - xy, unde (z9,30) = 1. Cum A contine 8n + 1
elemente, exista a,b € A astfel incat a = 5Pag, b = 5%by cu a9 = by. Atunci a | b
sau b | a.



Problema 3. Un cerc cu centrul in O este tangent interior la doua cercuri secante
situate in interiorul sau. Daca S §i T' sunt punctele de tangenta, iar M i N sunt
punctele de intersectie a celor doua cercuri, cu /N situat mai aproape de dreapta
ST decat M, demonstrati ca dreptele OM si M N sunt perpendiculare daca si
numai daca punctele S, N gi T sunt coliniare.

Solutie:

Tangentele in S si T la cercul mare se intersecteaza intr-un punct K. Atunci
patrulaterul KSOT este inscriptibil. De asemenea, KS = KT si, cum KS si KT
sunt tangente si cercurilor mici, punctul K are aceeasi putere fata de cele doua
cercuri. Atunci K se afla pe axa radicala a celor doua cercuri, adica K € MN.
Din KS? = KN - KM rezulta ca triunghiurile K SN si KM S sunt asemenea, deci
<IKNS =<KSM. Analog rezulta ca <K NT = <KTM. Atunci:

S, N, T-coliniare < m(<KNS) +m(<KNT) =180° <
m(<KSM) + m(<KTM) = 180° < SMTK-inscriptibil &
O, M, S, T, K-conciclice & m(<OMK) =90° < OM L MN.




Problema 4. Fie a, b doud numere reale pozitive astfel incat 3(a* + b* — 1) =
4(a +b). Gasiti valoarea minima a expresiei

16 1

+
a b
Marius Stanean
Solutie:
Sa observa mai intai ca valoarea minima a expresiei se obtine atunci cand a > b.
Folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz, putem scrie urmatoarele
16 1 8 1>(8—1—1)2 81

e« b da bT da+b  da+b

(1)

cu egalitate atunci cand a = 2, b = 1, valori care verifica si conditia din ipoteza.
Pe de alta parte, relatia din ipoteza poate fi scrisa succesiv

9(a® +b* — 1) = 12(a + b),
(3a —2)* + (3b — 2)* = 17.
Folosind din nou inegalitatea Cauchy-Schwarz, putem scrie

[(3a — 2)% + (3b — 2)%] (4% +1%) > [4(3a — 2) + 3b — 2]?,

sau
(12a + 3b — 10)* < 172,

iar de aici
da+b<9.

Prin urmare revenind la (1), rezulta ca

16+1> 81 > 9
a b  da+b

Egalitatea se obtine daca si numai daca a =2, b = 1.

Observatie: Inegalitatea 4a + b < 9 poate fi demonstrata si astfel: conditia din
enunt se poate scrie ca o ecuatie de gradul II in variabila b, 3b* — 4b + (3a® —
4a — 3) = 0. Conditia de existentd a lui b, anume A > 0, revine la 9a? — 12a —

13 < 0, deci la a < %ﬁ

_ 2+ V13 + 12a — 9a? < 24+ V13 + 12a — 9a?
3 - 3

este echivalenta cu V13 + 12a — 9a2 < 25 — 12a. Se vede usor ca a <

Revenind la ecuatia de gradul II, obtinem ca

b

< 9 — 4a. Ultima inegalitate

24+ V17

25—12a > 0 gi atunci inegalitatea anterioara revine la 13+ 12a — 9a? < (25 —12a)?
si apoi la 153(a —2)? > 0, inegalitate evidentd, satisfacuta cu egalitate dacd a = 2.

=



Olimpiada Nationala de Matematica
Al treilea baraj pentru Olimpiada Balcanica de Matematica pentru
Juniori, Bucuresti, 17 mai 2019

Problema 1. Determinati toate numerele naturale k pentru care exista numerele
naturale n si m, m > 2, astfel ca 3* + 5% = n™.

Problema 2. Fie O centrul cercului circumscris unui triunghi ascutitunghic ABC
in care m(£B) < m(£C). Dreapta AO intersecteaza latura BC' in D. Fie E si
F' centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABD, respectiv AC'D. Pe pre-
lungirile laturilor [AB] si [AC], dincolo de A, se considera punctele GG, respectiv
H astfel incat AG = AC si AH = AB. Demonstrati ca patrulaterul EFGH este
dreptunghi daca si numai daca m(£LACB) — m(£LABC') = 60°.

Problema 3. Fie a,b, ¢, d numere reale satisfacand conditiile |al|, [b], ||, |d] > 1 si
abc + abd + acd 4 bed + a + b+ ¢ + d = 0. Demonstrati ca

Problema 4. Patratelele unitate ale unui dreptunghi 1 x (2n + 1) se coloreaza
cu alb sau cu negru. Spunem ca un patratel este echilibrat daca suma dintre
numarul patratelelor albe situate la stanga sa gi numarul de patratele negre situate
la dreapta sa este n.

Aratati ca exista un numar impar de patratele echilibrate.



Olimpiada Nationala de Matematica
Al treilea baraj pentru Olimpiada Balcanica de Matematica pentru
Juniori, Bucuresti, 17 mai 2019

Problema 1. Determinati toate numerele naturale k pentru care exista numerele
naturale n si m, m > 2, astfel ca 3* + 5% = n™.

Solutie:

Evident k = 1 are proprietatea cerutd: 3' + 5! = 23. Vom demonstra ca celelalte
numere naturale nu au aceasta proprietate.

S# observam ca k = 0 nu convine si ci, daca k > 0 este par, atunci 3F =5 = 1
(mod 4), deci 3F + 5% = 2 (mod 4). Asadar exponentul lui 2 in descompunerea
in factori primi a lui 3% 4 5% este 1, iar exponentul lui 2 in descompunerea lui n™
trebuie sa fie un multiplu de m. Prin urmare, k£ nu poate fi numar par.

Pentru k > 1 impar, putem scrie 3% + 5F = (3 +5)(3F1 — 3¥2.5 4+ ... 4 5F1).
In paranteza a doua avem o suma cu un numar impar de termeni impari, deci un
numar impar. Exponentul lui 2 in descompunerea lui 3*¥ + 5* fiind 3, trebuie ca
m = 3.

Observam ci 3* = 0 (mod 9) si ca m?, un cub perfect, poate fi congruent numai
cu —1, 0 1 modulo 9. Deoarece 5* = 5 (mod 9) dacd k = 1 (mod 6), 5* = —1
dacd k = 3 (mod 6) si 5* =3 (mod 9) dacid k = 5 (mod 6), deducem ci singura
posibilitate este k = 3 (mod 6), adica k sa fie multiplu de 3.

Am ajuns astfel la o ecuatie de forma 22 + v = 23, 2,9,z € N*, ecuatie despre
care se gtie ca nu are solutii. (Se poate invoca Marea teorema a lui Fermat).
Alternativ, o analizd modulo 7 arati ca 3* +5F =5 (mod 7) daca k = 3 (mod 6),
in vreme ce, se stie si se si arata usor, un cub perfect poate fi congruent numai cu
—1, 0 sau 1 modulo 7.

3

Problema 2. Fie O centrul cercului circumscris unui triunghi ascutitunghic ABC
in care m(£B) < m(£C). Dreapta AO intersecteaza latura BC' in D. Fie E si
F centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABD, respectiv. ACD. Pe pre-
lungirile laturilor [AB] si [AC], dincolo de A, se considera punctele GG, respectiv
H astfel incat AG = AC' si AH = AB. Demonstrati ca patrulaterul EFGH este
dreptunghi daca si numai daca m(£LACB) — m(£LABC') = 60°.

Hojoo Lee, Short List IMO 2004

Solutie:

Evident, EF L AD. Totodata, m(£BAO) = 90° — m(£C) = 90° — m(LAGH),
deci AD L GH. Asadar, EF | GH.

Pe de alta parte, m(£LADC) = m(£B) + m(£BAD) = 90° — m(ZLC) + m(£B) <
90°, deci triunghiul ADC este ascutitunghic, prin urmare F' € int(£DAC'). Unghiul

1



ZADB este obtuz, deci B € int(£LEAD).
Se vede usor ca m(LAFC) = 2m(LADC) = m(£LAEB). Triunghiurile AFC si
AEB sunt isoscele cu unghiuri congruente in varf, deci sunt asemenea. Rezulta

ca m(LEAF) = m(ZLA) si % = %, deci si triunghiurile AEF si ABC' sunt
asemenea.

Atunci FFGH este paralelogram daca si numai daca FF = GH, adica daca
si numai daca triunghiurile AEF si ABC sunt congruente. Acest lucru este
echivalent cu triunghiurile ABE si ACF sunt echilaterale, adica cu faptul ca
m(£LADC') = 30°, ceea ce este echivalent cu m(ZACB) — m(£LABC) = 60°.

Mai ramane sa aratam ca, in situatia de mai sus, EFGH este chiar dreptunghi.
AFE = AB = AH si AF = AC = AG arata ca in paralelogramul FFGH media-
toarele a doua laturi opuse se intersecteaza, ceea ce arata ca paralelogramul este
dreptunghi.

Problema 3. Fie a,b, ¢, d numere reale satisfacand conditiile |al, [b], ||, |d] > 1 si
abc + abd + acd 4 bed + a + b+ ¢ + d = 0. Demonstrati ca

Solutie:
Conditia e echivalenta cu (a —1)(b—1)(c—1)(d—1) = (a+1)(b+1)(c+ 1)(d+ 1),
dics a+1 b+1 c+1 d+1
M T 1 -1 d—1

2 N 2 N 2 N 2 a+1 b+1 —I—C+1 d+1 S
a—1 b—1 ¢—1 d—1 a-1 b—1 c—1 d—1 -

4</a+1 b1 e+l d+1
a—1 b—1 ¢c—1 d—-1 N
a+1 b+1 c+1 d+1

1T -1 o1 d-1 si abc + abd + acd +

= 1. Din inegalitatea mediilor rezulta atunci ca

Egalitate am avem daca

2



bed +a+b+c+d =0, adica pentru a = b = ¢ = d, deci 4a® + 4a = 0, in fine
a=0b=c=d=0 care Insa nu verifica |al, |b|, ||, |d| > 1.
Asadar inegalitatea este stricta.

Problema 4. Patratelele unitate ale unui dreptunghi 1 x (2n 4 1) se coloreaza
cu alb sau cu negru. Spunem ca un patratel este echilibrat daca suma dintre
numarul patratelelor albe situate la stanga sa i numarul de patratele negre situate
la dreapta sa este n.

Aratati ca exista un numar impar de patratele echilibrate.

Olimpiada Spania, 2018

Solutie:

Definim scorul fiecarui patratel ca fiind suma dintre numarul patratelelor albe si-
tuate la stanga sa gi numarul de patratele negre situate la dreapta sa. Asadar, un
patratel este echilibrat daca are scorul n. Se vede usor ca doua patratele vecine au
acelagi scor daca gi numai daca nu sunt la fel colorate.

De aici se poate continua in cel putin doua feluri: (notam A = patratel alb, N =
patratel negru)

- fie eliminam toate perechile formate de doua patratele vecine de culori diferite,
- fie intervertim mereu grupurile AN (pana ce patratelele negre ajung toate la
inceput).

e Daca le eliminam, scorul fiecaruia din patratelele celelalte scade cu 1. Cele doua
patratele scoase, fie erau ambele echilibrate, fie niciuna; dintre celelalte patratele,
cele care erau echilibrate raman echilibrate (le scade scorul cu 1 dar si n scade cu
1). Prin urmare, paritatea numarului de patratele echilibrate nu se schimba.
Dupa k asemenea operatii am eliminat 2k patratele si am ramas cu 2n — 2k + 1
patratele de aceeasi culoare. Scorurile acestora sunt 0,1,2,...,2n — 2k (de la
stanga la dreapta sau de la dreapta spre stanga in functie de culoarea patratelelor
ramase). Printre scorurile celor 2(n — k) 4+ 1 patratele ramase, n — k apare exact
o data, deci la sfarsit exista un singur patratel echilibrat. Prin urmare numarul
patratelelor echilibrate a fost mereu impar.

e Daca le intervertesc, scorurile celorlalte patratele nu se schimba, iar cele doua
patratele intervertite vor avea in continuare scoruri egale, deci paritatea numarului
de bile echilibrate nu s-a schimbat. Intervertim pana ajungem la configuratia in
care avem toate patratelele negre in fata (in stanga) urmate de cele albe. Daca
avem k negre si 2n + 1 — k albe, scorurile sunt, in ordine, k — 1, k — 2, ..., 1,
0,0,1,...,2n—k. In aceastd listd numérul n apare exact o data, deci numarul
patratelelor echilibrate a fost mereu impar.



Olimpiada Nationala de Matematica
Al patrulea baraj pentru Olimpiada Balcanica de Matematica pentru
Juniori, Bucuresti, 29 mai 2019

Problema 1. Pentru un numaér natural nenul m notam cu 7(m) numarul divizo-
rilor sai pozitivi, iar cu o(m) suma acestora.
Determinati numerele naturale nenule n pentru care

ny/7(n) < o(n).

Problema 2. Fie a,b,c,d > 0 astfel incat a® + b? + ¢ + d? = 4. Demonstrati ca

b d
% > 1+ Vabcd.

Cand are loc egalitatea?

Problema 3. In triunghiul ascutitunghic ABC' punctul I este centrul cercului
inscris, O este centrul cercului circumscris, iar I, este centrul cercului exinscris
tangent laturii [BC]. Punctul A’ este simetricul varfului A fata de dreapta BC.
Demonstrati ca unghiurile Z101, si /1A', sunt congruente.

Problema 4. Pe un cerc se scriu numerele de la 1 la 100 intr-o anumita ordine.
Spunem despre o pereche de numere de pe cerc ca este buna daca cele doua nu sunt
vecine si daca pe cel putin unul din cele doua arce de cerc pe care ele le determina
se afla numai numere mai mici decat fiecare din ele. Cat poate fi numarul total de
perechi bune?

Timp de lucru: 4 ore



Olimpiada Nationala de Matematica
Al patrulea baraj pentru Olimpiada Balcanica de Matematica pentru
Juniori, Bucuresti, 29 mai 2019

Problema 1. Pentru un numaér natural nenul m notam cu 7(m) numarul divizo-
rilor sai pozitivi, iar cu o(m) suma acestora.
Determinati numerele naturale nenule n pentru care

ny/7(n) < o(n).

Viad Mihaly
Solutie:
Se verifica ugor ca inegalitatea este satisfacuta de orice n € {1,2,4,6} si nu este
satisfacuta de niciun n € {3,5}. Egalitate avem pentru n = 1 gi n = 6. Demon-
stram ca inegalitatea nu este satisfacuta de niciun n mai mare. Este usor de vazut
cat(a-b)=7(a) 7(b) si o(a-b) =o(a)-o(b) pentru orice a,b € N* cu (a,b) = 1.
De aici se vede ca daca a,b € N* cu (a,b) = 1 nu sunt solutii ale inecuatiei din
enunt, atunci nici produsul lor nu este solutie. Vom demonstra ca 2% nu este solutie
pentru niciun k > 3, ca p*, 2p* si 4p* nu sunt solutii pentru niciun p prim, p > 2
si niciun £ > 0. Va rezulta ca inecuatia din enunt nu are alte solutii in afara celor
patru amintite.
o 2K\ /7(2F) > o(2%) & 28k + 1 > 281 — 1 rezultd de indata ce vk + 1 > 2, deci
pentru orice k > 3.
o PT(pF) > o(pf) & PVE+IP - 1) > P =1 Ori p"VE+1(p — 1) >
PP(p — 1DV2 > pft > pFt! — 1, inegalitatea din mijloc fiind echivalenta cu
p > V2 +2, deci adevirati pentru orice p > 3.

o 2pF\/T(2pF) > o (2p%) & 2p%\/2(k + 1)(p — 1) > 3(p*TL - 1).

Ori 2p%\/2(k + 1)(p—1) > 4p*(p—1) > 3p*! > 3(p**1 1), inegalitatea din mijloc
fiind echivalenta cu p > 4, deci adevarata pentru orice p > 5. De asemenea, daca

p = 3, atunci k > 2, deci inegalitatea de demonstrat, 4-3%,/2(k + 1) > 3(3**1 —1),
rezultd din 4 - 3%, /2(k 4+ 1) > 46 - 3% > 352 > 3(3++1 — 3).

o 4pF\/T(4pF) > o (4p*) & 4pF\/3(k +1)(p— 1) > T(pFTt —1).

Dar 4pF\/3(k+1)(p — 1) > 4V/6p*(p — 1) > Tp*+! > T(pF+! — 1), inegalitatea din
mijloc rezultand din 4+/6 (p—1) > Tp, adevarata pentru orice p > 5. Pentru p = 3,
inegalitatea 8 - 3*1/3(k + 1) > 7(3**1 — 1) rezultd din 8- 3*\/3(k + 1) > 7- 3! &
8/3(k + 1) > 21, adevarata pentru k > 2. Pentru p = 3, k = 1 se verifica direct
ca n = 12 nu este solutie.



Problema 2. Fie a,b,c,d > 0 astfel incat a® + b* + ¢ + d?> = 4. Demonstrati ca

W > 1+ Vabed.

Cand are loc egalitatea?
Leonard Giugiuc si Valmir B. Krasniqi

Solutia 1:
Avem ab + cd > 2+ abed, ac + bd > 2+/abed si ad + be > 2/ abed, deci ab + ac +
ad 4 bc 4+ bd 4+ cd > 6+ abed, deci este suficient sa demonstram ca

a—l—b—l—c—l—d>1+ab+ac+ad+bc+bd+cd
2 - 6 '
b d2_ 2_b2_ 2_d2
Deurab+ac+ad+bc+bd+cd:(a+ tetd) 2a ¢ =2p* — 2,
b d
unde am notat cu p = #. Din relatia de mai sus este evident ca p > 1,

iar din inegalitatea dintre media aritmetica gi cea patratica, p < 2. Este suficient
2

, adicd p? —3p+2 < 0,sau (p—1)(p—2) <0, ceea
ce este evident. Egalitate avem daca p = 2, adica avem egalitate in inegalitatea
dintre media aritmetica si cea patratica, deci pentru a = b = ¢ = d = 1 sau daca
p =1, ceea ce Inseamna ab + ac + ad + bc + bd + cd = 0, adica trei dintre variabile
egale cu 0 si cea de-a patra egala cu 2.

sa demonstram cap > 1+

Solutia 2:

Prin ridicare la patrat, inegalitatea se rescrie echivalent a®+b*+c?+d?+2(ab-+ac+
ad+bc+bd+cd) > 4+ 8v abed+4abed, adica ab+ ac+ad+be+bd+cd > 4V abed +
2abed. Din inegalitatea mediilor, 4 = a? + b* + 2 + d? > 4V a2b2c2d? = 4V abed,
de unde abed < 1. Tot din inegalitatea mediilor, ab + ac + ad + bc + bd + cd >
6V abed = 4v/ abed + 2V abed > 4v/ abed + 2abed.

Egalitate avem daca ab = ac = ad = bc = bd = cd, adica atunci cand a = b = ¢ =
d = 1 sau trei dintre variabile sunt 0 (si atunci cea de-a patra este 2).

Problema 3. In triunghiul ascutitunghic ABC' punctul I este centrul cercului
inscris, O este centrul cercului circumscris, iar I, este centrul cercului exinscris
tangent laturii [BC]. Punctul A’ este simetricul varfului A fatd de dreapta BC.
Demonstrati ca unghiurile Z101, si ZIA’'l, sunt congruente.

Solutie:

Patrulaterul IBI,C este inscriptibil, deci ZAI,C = ZIBC = ZABI si, cum

/ZBAI = ZI,AC, rezulta ca triunghiurile ABI si Al,C sunt asemenea (UU).

2 - h

Rezulta ca AI - Al, = AB - AC. Pe de alta parte, AB - AC' = — o = a' L =
sinA  sinA

2R - h, = AA"- AO. Cum ZA’AI = Z1,AO (pentru ca AA’ si AO sunt izogonale

in ZBAC), rezulta ca triunghiurile AOI, gi AT A’ sunt asemenea.

2



A
Fie J punctul in care paralela prin [ la I, A’ intersecteaza AA’. Atunci A_}{ =
AAT Al
1= 40" deci triunghiurile AJI si AIO sunt asemenea. Rezulta cam(£101,) =
m(LAOI,) — m(LAOI) = m(LAIA) — m(LALJ) = m(LJIA") = m(LIA'],), de

unde concluzia.

A/

Problema 4. Pe un cerc se scriu numerele de la 1 la 100 intr-o anumita ordine.
Spunem despre o pereche de numere de pe cerc ca este buna daca cele doua nu sunt
vecine si daca pe cel putin unul din cele doua arce de cerc pe care ele le determina
se afla numai numere mai mici decat fiecare din ele. Cat poate fi numarul total de
perechi bune?

Solutia 1:

Vom demonstra ca numarul perechilor bune este mereu 97.

Vom face anumite modificari asupra ordinii numerelor de pe cerc. Vom arata ca
aceste modificari nu schimba numarul perechilor bune. Mai intai vom face rocade
intre numarul 1 si cate unul din vecinii sai pana ce numarul 1 ajunge langa 100.
O astfel de rocada nu schimba numarul perechilor bune. intr—adevér, daca facem
rocada intre 1 gi unul din vecinii sai, n, toate perechile bune ce nu il contin n raman
bune. In plus, nu exista perechi bune care sa il contina pe 1. Perechile bune care il
contin pe n raman bune, cu exceptia perechii care il contine pe n si pe celalalt vecin
al lui 1. In locul acestei perechi apare perechea buna formata din n si fostul sau
vecin diferit de 1. Asadar, in urma efectuarii acestei rocade, numarul perechilor
bune nu s-a schimbat. Efectuam astfel de rocade pana cand 1 ajunge langa 100.



Vom face apoi rocade intre 2 si vecinii sai pana cand 2 ajunge dupa 1, astfel incat
1 sa fie intre 100 i 2. Se arata analog ca aceste rocade nu modifica numarul
perechilor bune. Se continua cu efectuarea de astfel de rocade pana cand se ajunge
ca ordinea numerelor pe cerc sa fie 1,2,3,...,100. Aici se vede usor ca singurele
perechi bune sunt {k, 100}, unde k € {2,3,...,98}, deci ca sunt 97 de perechi bune.

Solutia 2: (data in concurs de [ustinian Constantinescu)

Sunt 97 de perechi bune. Vom arata prin inductie ca pentru un cerc cu numerele
de la 1 la n sunt n — 3 perechi bune.

Pentru n = 3 este evident, doarece toate numerele sunt vecine.

Pentru un cerc cu numerele de la 1 la n 4+ 1. scoatem numarul 1 gi scadem 1 din
toate celelalte numere. Toate perechile bune care nu il contineau pe 1, cu exceptia
celei formate din cei doi vecini ai lui 1, raman bune deoarece daca un numar era
mai mare decat un altul in cercul cu n + 1 numere, el ramane la fel i in cercul
cu n numere. Analog pentru perechile care nu erau bune si nu il contineau pe 1.
Perechile care 1l contineau pe 1 nu erau bune si dispar, deci pot fi ignorate. Mai
ramane perechea formata din cei doi vecini ai lui 1 care era buna inainte si nu
dupa, deci numarul de perechi bune in cercul cu n + 1 numere este cu 1 mai mare
decat in cercul cu n numere.



Olimpiada Nationala de Matematica
Al cincilea baraj pentru Olimpiada Balcanica de Matematica pentru
Juniori, Bucuresti, 30 mai 2019

Problema 1. Daca a, b, c sunt numere reale cu proprietatea ca ab + bc + ca = 0,
demonstrati c& 2(a® + b + ¢?)(a®V? + b*c? + ?a?) > 27a*b*c?.
Cand are loc egalitatea?

Problema 2. Determinati numerele naturale nenule n pentru care 4k? 4+ n este
numar prim pentru orice numar natural k£ mai mic decat n.

Problema 3. Fie ABC un triunghi ascutitunghic in care AB < AC, D este pi-
ciorul inaltimii din A, H este ortocentrul, O este centrul cercului circumscris, M
este mijlocul laturii [BC|, A" este simetricul lui H fata de M, iar S este intersectia
tangentelor in B gi C' la cercul circumscris. Tangenta in A’ la cercul circumscris
intersecteaza SC si SB in X, respectiv Y.

Daca M, S, X,Y sunt conciclice, demonstrati ca OD si SA’ sunt paralele.

Problema 4. Se dau doua multimi finite, disjuncte, de numere naturale, A si B,
avand n, respectiv m elemente. Se stie ca orice numar natural k care apartine lui
A U B satisface cel putin una din conditiile £ + 17 € A si k — 31 € B.
Demonstrati ca 17n = 31m.

Timp de lucru: 4 ore



Olimpiada Nationala de Matematica
Al cincilea baraj pentru Olimpiada Balcanica de Matematica pentru
Juniori, Bucuresti, 30 mai 2019

Problema 1. Daca a, b, ¢ sunt numere reale cu proprietatea ca ab + bc + ca = 0,
demonstrati ca 2(a? + b* + ¢?)(a?b? + b?c? + 2a?) > 27a’b> .

Cand are loc egalitatea? o
Leonard Giugiuc

Solutie:

Inegalitatea se scrie 2(a’h? + a*c® + b'a® + b*c + cta? + 'b?) > 21a?b*c2.

Daca abc = 0, nu avem ce demonstra. In acest caz, trebuie ca doua dintre variabile
sa fie 0, iar inegalitatea din enunt este satisfacuta cu egalitate.

Daca abc # 0, impartim cu a?bc? si ajungem la

a’>  a? b b 2
2[(Frs) (G ri) () 2

202 1 022 a2 4022 a2 22 21
decilaa +ac+a + c+ac~|— ¢ > —. Notand ab = x, bc = y, ca = z,

b2c2 a?c? a?b? 22 ) s ) 2 g
. v . o o e +z 22tz
stim ca x +y+ 2z = 0 gi vrem sa demonstram ca i + Y + > —.
52 72 e 2
Este evident ca doua dintre numerele z,y,z au un semn, iar cel de-al treilea
semn contrar. Putem presupune zy > 0. Inlocuind z = —x — y, inegalitatea
x> 2 2?42 2y 2422 212
de demonstrat se scrie Yy Tyt Ly + y o eay > —, sau inca
(z +y) x? Y 2
% +y? x? 2 T 17
—y2+2 —2+y—2 +2 _+Q > —.
(x +y) y: o y T 2
2 2 2 2
: o . x® + 1z T e
Dar inegalitatile evidente rry > —, ——|—y— > 24 ——|—y > 2 (toate satisfacute
(x+y)? 27 y* a? y

cu egalitate daca x = y), implica prin adunare inegalitatea de mai sus.

In acest caz, avem egalitate daca ab = ac si ab+bc+ca = 0, adica daca b = ¢ = —2a.
In concluzie, egalitate avem pentru tripletele (o, —2cr, —20v), (a,0,0), a € R, si
pentru cele obtinute prin permutarea componentelor acestora.

Problema 2. Determinati numerele naturale nenule n pentru care 4k + n este
numar prim pentru orice numar natural £ mai mic decat n.

Solutie:

Pentru k£ = 0 rezulta ca n trebuie sa fie prim. Se verifica usor can =3 gin =7 au
proprietatea din enunt in vreme ce n = 2 si n = 5 nu o au. Demonstram ca niciun
n > 10 nu are proprietatea din enunt.

Daca n = 4m + 1, alegand k = m < n obtinem un numér compus, (2m + 1)
Agadar, exista m € N astfel incat n = 4m — 1. Daca m are un divizor impar mai



mare ca 1, d, alegand 2k — 1 = d obtinem c& 4k* +4m —1 = (2k —1)(2k+1) +4m
este divizibil cu d gi mai mare ca d, deci este numar compus.

Ramane cazul in care n = 2% — 1 (m este putere a lui 2), v > 4. Daca u este
compus, n are un divizor propriu de forma 2% — 1 si putem lua k = 2% — 1.

Daca u = 45 + 1, atunci pentru k = 1 se obtine 2+ 43 = M5, 29+ +3 > 5, deci
numar compus.

Daca u = 45 +3, j € N*, atunci pentru k = 2%~! avem 4k? +n = 29 4293 1 =
(3-47)2 —1=(3-47 —1)(3-47 + 1), adicd numar compus.

Problema 3. Fie ABC un triunghi ascutitunghic in care AB < AC, D este
piciorul inaltimii din A, H este ortocentrul, O este centrul cercului circumscris, M
este mijlocul laturii [BC], A" este simetricul lui H fata de M, iar S este intersectia
tangentelor in B gi C' la cercul circumscris. Tangenta in A’ la cercul circumscris
intersecteaza SC' si SB in X, respectiv Y.

Daca M, S, X,Y sunt conciclice, demonstrati ca dreptele OD si SA’ sunt paralele.

George Picu

Solutie:
A
0
N
D o C
b M XX
Al
Y
S

Fie N al doilea punct de intesectie a cercului circumscris lui SXY cu BC. Scri-
ind puterile lui B si C' fata de cercul circumscris patrulaterului M XSY, avem
BM -BN =BY -BSsiCN-CM =CX -CS. CumA{BM = CM, BS = CS,
B . B , . . BY BY B
YB=YA ¢ XC = XA, rezulta ca X X A
zatd a teoremei bisectoarei glisante rezulta ca A'N || SM, deci N este simetricul
lui D fata de M. In triunghiul SXY,| centrul cercului circumscris este pe SN,
deci ortocentrul e pe izogonala ei, SD. Rezulta ca SD 1L XY, adica SD || AA".
Atunci ADSO este paralelogram, deci SD = R. Atunci si SDOA’ e paralelogram,
de unde concluzia.

Din varianta generali-



Remarca: Alte proprietati ale configuratiei din problema:

M este centrul cercului circumseris triunghiului OXY. Intr-adevir, cum SM e bi-
sectoarea lui ZXSY, avem MX = MT. Cum m(LXMY) =180° —m(£XSY) =
2m(LA) = m(£LBOC) = 2m(£XO0Y) si de aici rezulta concluzia.

OSA'N este trapez isoscel, deci SN = OA’ = R, deci cercul circumscris triunghiu-
lui SXY trece prin M si N si are raza egala cu cea a cercului lui Euler a triunghiului
ABC, deci este simetricul acestuia fata de punctul M.

Problema 4. Se dau doua multimi finite, disjuncte, de numere naturale, A si B,
avand n, respectiv m elemente. Se stie ca orice numar natural k£ care apartine lui
A U B satisface cel putin una din conditiile £ + 17 € A si k — 31 € B.
Demonstrati ca 17n = 31m.

Solutie:

Pornim de la un x; € AU B arbitrar. Daca x; + 17 € A, alegem zy = x1 + 17,
iar daca z; + 17 ¢ A, atunci alegem 25 = x; — 31 € B. Continuam sa alegem
Tjp1 = x; + 17 daca x; + 17 € A si ;4,1 = x; — 31 € B in caz contrar pana
cand obtinem (pentru prima datd) un z,;; care a mai fost (pentru care exista
k < j astfel incat z;41 = x;). Va exista un asemenea indice j deoarece AU B
este finita. Sa demonstram ca x, = z; (adica k = 1). Daca n-ar fi asa, x; # x5_1
datorita minimalitatii indicelui 7 + 1. Dar atunci avem fie ;1 = x; + 17 € A si
Ty = Tp—1 — 31 € B, fie, invers, xj41 = x; —31 € Bsixp = x4 +17 € A. Cum
A si B sunt disjuncte, nu putem avea x4, = x. Asadar, x4 = x;. Daca printre
indicii 2,3,...,7 + 1 exista a indici pentru care x,,41 = 2, + 17 sidecib =7 —a
indici pentru care z,,11 = x,, — 31, atunci adunand toate aceste relatii obtinem
21 =x14+a-17—1b-31, adicd 17-a = 31-b. In plus, cei a indici pentru care
411 = o + 17 sunt tocmai aceia pentru care x;.1 € A, in vreme ce indicii pentru
care x;11 = xy — 31 sunt cei pentru care z;,; € B. Prin urmare, printre numerele
x1,T2,...,T; sunt a elemente din A si b elemente din B, cu 17a = 31b..

Daca prin acest procedeu nu am epuizat toate elementele lui A U B, alegem un
y1 € AUB\ {z1,29,...,2;} s definim un nou sir (finit) y1,49,...,ys unde s
este primul indice pentru care ys € {z1,22,...,2%;,Y1,Y2,-..,Ys—1}. Daca ys € A,
atunci ys = ys—1 + 17. Daca ys = x,, cu r € {1,2,...,j}, atunci z, € A implica
x, = T,_1 + 17 (indicii sunt luati modulo j), deci ys_1 = z,_1, contrazicandu-se
minimalitatea lui s. De asemenea, daca ys = y, cu r < s, daca r # 1 rezulta
Ys_1 = Ys — 17 =y, — 17 = y,_1, contrazicandu-se minimalitatea lui s. Analog se
ajunge la contradictie in cazul ys € B. Asadar, y, = y;. Asa cum s-a aratat pentru
numerele 1, o, ..., x;, se arata si pentru numerele y;, ys, ...,y ca raportul dintre
numarul de elemente ale lui A din acest gir i numarul de elemente ale lui B din
acest gir este %

Continuam acest procedeu pana epuizam multimea A U B. Multimea A U B va
fi descompusa in ,,cicluri” disjuncte, in fiecare din ele raportul dintre numarul
elementelor din ciclu care 1i apartin lui A gi numarul celor care 1i apartin lui B
fiind % Atunci si reunind aceste cicluri, raportul se pastreaza.



