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Proba 2 clasa a IX-a

Problema 3 - PATRATE

Descrierea solutiei

O prima idee, greu de implementat este de a genera toate submultimile de 2,3,...,n elemente
ale multimii numerelor naturale si apoi de ale cauta pe acelea cu proprietatea ca dau aceeasi suma a
patratelor. Acesta idee este inutilizabila din punct de vedere practic deoarece numarul de submultimi
este foarte mare.

Solutia se bazeaza pe o idee constructiva, mai precis pe construirea din aproape in aproape a
solutiei.

Sa demonstram pentru inceput, din punct de vedere matematic ca exista un numar natural m
care se poate scrie, simultan ca suma de 2,3,...,n patrate perfecte nenule, de numere intregi.

Vom demonstra prin inductie aceasta proprietate.
P(1) Pentru n=2 se gaseste m, =12+ 12=2
n=3 se gaseste m,=12+42=22+22+3%2=17

P(k) Presupunem relatia adevarata pentru n=k, cu alte cuvinte existd un numar m care se

scrie ca suma de 2,3,...,k patrate de numere intregi nenule. Asadar m, =a,2+a22=b2+b,2+b2=..=
2 2 2
[2+ 1,2+ .+,

P(k+1) Vom demonstra acum ca si relatia P(k+1) este adevarata.

Mai intadi vom utiliza un alt rezultat, usor de demonstrat si anume ca orice numar naturalp 7
poate fi scris sub forma p = a2 + b2 - ¢2 Vom aplica acest rezultat pentru m, si vom obtine 3 numere
intregi a,b,c, astfel incat m, = a2+ b? - ¢?

Odata m, scris sub acesta forma avem :

Mgy =M+ c2=a?+b?=a?+a,?+c?=b2+b2+b2+c?=... =2+ 2+ . .+ |2+ 2
Exemplu my= 17=32+3%-12
de unde m,=17+12 =32+ 32 =12+42+12=22+22+ 32+ 12= 18

Asadar P(k+1) este adevarata deci P(n) este adevarata pentru orice n natural.

Solutia urmareste mecanismul descris anterior, cu observatia ca pentru a genera un numar m
cat mai mic, fara a avea pretentia ca este cel mai mic, facem descompunerea m, = a2+ b? - c? in asa
fel incat c sa fie minim.



