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XII. OSZTÁLY

1. feladat. Igazold, hogy az
1
π

∫ cos π
13

sin π
13

√
1− x2 dx szám racionális!

2. feladat. Legyen G a következő mátrixok halmaza:(
a b

0̂ 1̂

)
, a, b ∈ Z7, a 6= 0̂.

(a) Igazold, hogy G a mátrixok szorzásával csoportot alkot!

(b) Igazold, hogy nincs nullától különböző csoportmorfizmus, amely a G
csoportot a Z7 addit́ıv csoportba viszi!

3. feladat. Adott az f : [0, 1]→ R folytonos és növekvő függvény és az
(an)n≥1 sorozat úgy, hogy

an =
1
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f
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)
,

minden n ≥ 1 esetén.
a) Igazold, hogy az (an)n≥1 sorozat csökkenő!

b) Ha létezik p ∈ N∗ úgy, hogy ap =
∫ 1

0
f(x)dx, igazold, hogy f állandó!

4. feladat. Legyen a az A gyűrű egy eleme. Igazold, hogy

(a) Ha A kommutat́ıv és a nilpotens, akkor a + x invertálható, bármely
x ∈ A invertálható elem esetén!

(b) Ha A véges és a + x invertálható bármely x ∈ A invertálható elem
esetén, akkor a nilpotens.

(Egy gyűrű valamely a eleme nilpotens, ha létezik olyan n ≥ 1 egész
szám, amelyre an = 0.)

Munkaidő 3 óra + 30 perc kérdésekre.
Minden feladatra 7 pont szerezhető.


