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Problema 1. BLIND

Propusa de: Prof. Ioan-Cristian Pop, Education Beyond Boarders & Nerdvana 2.0, Bucuresti

Cerinta 1 (29 de puncte)

Ideea de rezolvare este sa pornim cu casutele din exterior spre interior, adica sa plecim de la
cele mai departate de punctul in care vrem sd ajungem. Avem doua solutii:

1. Folosim algoritmul lui Lee (plecind din (x;,y;)) pentru a determina distanta de la fiecare
casuta la destinatie. Vom afisa apoi, toate casutele, in ordine descrescitoare a distantelor.
Casutele aflate la aceeasi distanta pot fi afisate in orice ordine (doui cdsute aflate la aceeasi
distantd nu pot fi vecine)

2. Folosind algoritmul Fill (plecind din (x;,y;)), vom afisa o cdsutd numai dupa ce am
terminat de explorat toate cisutele vecine.

Solutia generata astfel va fi de lungime fix K. Observam ci, nu este nevoie insa si afisam
casutele aflate la "margine” (casutele din care algoritmii Lee / Fill nu vor trece prin nicio casuta
vecind pornind din cdsuta curentd). Exemplul din enunt prezinta aceasti idee: nu este necesara
afisarea casutelor (1, 1) si (2,3).

Complexitatea solutiei este O(N - M).

Cerinta 2 (32 de puncte)

Plecam de la solutia de la cerinta 1: afisim un set de instructiuni (cu lungime < K) astfel incét,
indiferent de punctul de start, ne vom afla intr-o cdsuta (x, y) marcati cu 1 la final. De acolo,
putem porni algoritmul Fill, doar ci vom afisa de fiecare data casuta in care ne aflim (cand
ajungem pentru prima oara si cand ne intoarcem dintr-o césuta vecind).



Lungimea setului de instructiuni este 2 - K — 1. Se poate observa ci o parte dintre ultimele
instructiuni afisate (cele care ne vor intoarce de unde am plecat, dupi ce am vizitat si ultima
cdsutd) nu trebuiesc afisate neaparat, dar nu este necesar pentru obtinerea punctajului maxim.

Complexitatea solutiei este O(N - M).

Cerinta 3 (39 de puncte)

Vom porni cu K trasee in paralel, cate unul din fiecare casuta marcata cu 1, si vom incerca sa
tinem minte pentru fiecare traseu, ce cdsute am vizitat si ce cisute nu am vizitat inca. Atribuirea
unui numir de ordin pentru fiecare cdsuti este recomandati (transformare din coordonate
(x,y) intr-un numar de ordine z). Asociem fiecirui traseu un numar de ordin egal cu punctul
de pornire, si marcam punctul de pornire ca fiind vizitat. Pentru valori ridicate ale lui K, nu
vom avea suficienta memorie sa tinem o matrice de vizitare de tipul int sau bool. Vom avea
nevoie de std::vector<bool> sau std::bitset.

De fiecare dati cand citim o instructiune (x,y), este posibil ca cel putin doui trasee sa se
uneasci (fiind plasate in cisute vecine). Vom incerca sa unim traseele intr-unul singur. Este
redundant s simuldm mai multe trasee simultan care se afld in aceeasi cisutd. O solutie care nu
uneste trasee care se intersecteaza va obtine in jur de 21 de puncte, in functie de implementare.

Presupunem ci, doua trasee cu numerele de ordine z; si z; se intersecteaza atunci cand se
executd instructiunea (x, y) si ne dorim sa continudm doar cu traseul z;. Atunci, va trebui sa
actualizdm césutele vizitate — vor rdméne vizitate doar casutele vizitate de ambele trasee. Dacd
traseul z; a vizitat cisuta c, dar traseul z; nu a vizitat casuta c, atunci va fi nevoie sa trecem din
nou prin césuta c (pentru ca z; nu a trecut).

Dupa ce am unit toate traseele in urma instructiunii (x, y), vom marca casuta (x,y) ca fiind
vizitatd de singurul traseu rdmas. Atunci cind un traseu a vizitat toate celelalte cdsute, nu
mai este nevoie sa-1 continudm. Ne putem opri atunci cind nu mai sunt trasee de continuat.
Complexitatea solutiei este O(K? + Q) si va obtine in jur de 28 de puncte.

Putem punctaj maxim, putem optimiza unirea a doua trasee prin utilizarea unori structuri
precum std::bitset — putem folosi operatorul & pentru a unii doua trasee mult mai eficient decat
prin parcurgerea casutelor una cate una. Complexitatea solutiei raimane aceeasi, dar constanta
este mult mai micd in dreptul lui K%, Se poate parsa si citirea, dar nu este necesara pentru
obtinerea punctajului maxim.

Problema 2. CALCULATOR

Propusa de: Stud. Alexandru Lorintz, Universitatea "Babes-Bolyai”, Cluj-Napoca

Solutia se bazeaza pe o observatie fundamentald asupra modului in care procesele inter-
actioneaza: daca doud sau mai multe procese au nevoie de cel putin o variabild comuni, ele
trebuie sa ruleze secvential. Astfel, timpul minim total necesar executirii proceselor este dictat
de ,cea mai aglomeratd” variabila, adica acea variabila pentru care suma timpilor proceselor
care o acceseaza este maxima.



Fie un vector V, unde V[x] reprezinti suma timpilor de executie pentru toate procesele care
acceseaza variabila x. Intr-un scenariu optim de executie, timpul global va fi exact valoarea
maxima din acest vector.

Cerinta 1

Pentru a construi eficient vectorul V, folosim metoda vectorului de diferente (cunoscuti in
mediul olimpic si ca smenul lui Mars). Pentru fiecare proces de la 1 la N, definit de intervalul
[1;, r;] si timpul ¢;, vom face actualizirile:

VL] « VI[L] +¢

V[rl- + 1] — V[T‘i + 1] —t;

La final, calculand sumele partiale pe vectorul V, vom obtine timpul total pe stivd pentru

fiecare variabild. Raspunsul pentru prima cerintd este max’., V[x], pe care il vom numi
globalMax.
Cerinta 2

Pentru fiecare proces i eliminat, dorim s& aflim noul timp total T;. Cénd procesul i dispare,
valorile V[x] pentru x € [I;, ;] vor sciddea cu t;, in timp ce valorile din afara intervalului vor
ramane neschimbate.

Noul maxim se poate obtine fie dintr-o variabild din exteriorul intervalului [[;, r;], fie din
interiorul lui. Pentru a afla rapid maximul din exterior, precalculdm doi vectori auxiliari: un
prefix de maxime (pref) si un sufix de maxime (suff). Maximul din exterior, pe care il vom nota
cu maxOut, devine max(pref[l; — 1], suff[r; + 1]). Pe de alta parte, maximul din interiorul
intervalului nu poate depasi globalMax — t;. Astfel, noul timp minim de executie este:

T; = max(maxOut, globalMax — t;)

Pentru cerinta 2 se va afisa suma tuturor acestor valori T;.

Cerinta 3

Aici trebuie sa determinidm numairul de variabile care ating noul timp maxim de executie T;
(variabilele critice). Pentru a face asta eficient, in timpul precalcularii prefixelor si sufixelor de
maxime, vom mentine si numéarul de aparitii ale acestor maxime (prefMaxCnt si suf fMaxCnt),
precum si un vector de sume partiale pentru numarul de aparitii ale valorii globalMax pe
intreg vectorul (prefCritical).

Avem doui cazuri principale cand calculim V;:

1. T; = globalMax. Asta inseamnad ca eliminarea procesului i nu a redus deloc maximul
global. Astfel, variabilele critice sunt exact acele variabile care atingeau globalMax
initial si se afld strict in afara intervalului [[;, r;]. Putem afla numarul lor scidzand din
numarul total de variabile critice globale pe cele aflate in interval.



2. T; < globalMax. Acum, noile variabile critice pot fi:

« Din interiorul intervalului: dacd globalMax —f; este exact noul maxim, atunci abso-
lut toate variabilele din interior care atingeau vechiul maxim (care erau globalMax)
vor atinge acum globalMax—t;, devenind astfel critice. Adunam la rdspuns numéarul
lor total.

« Din exteriorul intervalului: dacd maxOut egaleazi noul maxim T;, adundm numarul
de variabile din afara intervalului care ating valoarea maxOut, verificind pe rand din
care parte provine maximul (din prefMaxCnt, din suffMaxCnt sau din ambele).

Complexitate timp si spatiu: Generarea datelor si algoritmul principal necesita o singura
trecere sau un numar constant de treceri peste cele N procese si peste cele M variabile. Precal-
culirile vectorilor de prefix si sufix necesita timp liniar in raport cu M. Astfel, complexitatea
finala este de O(N + M) timp si memorie.

Problema 3. CERCETASI

Propusa de: Stud. Matei Benchea, Universitatea Bucuresti

Vom nota cu S, (n, k) numarul de moduri in care, dintr-o trupa cu n cercetasi se pot forma
exact k patrule stiind ci valoarea absoluti a diferentei dintre indicii a doi cercetasi ce se afld
in aceeasi patruli trebuie sa fie cel putin r. In alte cuvinte, problema ne cere si calculim
Z,li:a Sy(n, k) pentru n, r, a, b date.

Ne vom concentra acum pe a calcula S, (n, k). Vom incerca si derivam o formuld de recurenta.
In primul rand, S,(0,0) = 1 indiferent de valoarea lui r. S& presupunem acum c& am impértit
deja primii n — 1 cercetasi in patrule si vrem acum sa-1 punem pe cercetasul cu numarul n.
Distingem aici doud posibilitati:

1. Putem si-1 plasdm pe n intr-o patruld noud, lucru care ne este permis, céci nu ar exista un
alt cercetas in aceeasi patruli cu care n si aiba tensiuni. Numarul de moduri de a face
acest lucru este S, (n — 1,k — 1).

2. Putem incerca si-1 plasdm pe n intr-o patruld deja formata. Conform restrictiei date de
r, n nu are voie sa fie in patruld cu niciunul dintre cercetasii: n —1,n —2,...,n—r + 1.
Observatia cheie care se face aici este ci cercetasiin — 1,n — 2,...,n —r + 1 se afla toti
in patrule diferite. De ce este acest lucru adevarat? Consideram cei mai indepartati
doi cercetasi de aici: n—1sin—r+1sivedemcin—1—(n—r+1) =r—2 < r,deci
nu se pot afla in aceeasi patrulid. Cum cei mai indepartati nu pot fi simultan in aceeasi
patruld, conchidem ca cercetasiin — 1,n —2,...,n —r + 1 se afli toti in patrule diferite.
Asta inseamna ci din cele k patrule formate pani acum, n poate intra in exact k —r + 1
patrule din cele k deja formate. Numarul de a face acest lucru este (k—r+1)-S,(n—1,k)

Ajungem astfel la urmatoarea relatie de recurenta:

S,(nk)=S,(n—-1L,k—-1)+(k—-r+1)S,(n—1,k)



Termenii acestei recurente se pot calcula cu ajutorul unui algoritm de complexitate O(n?).
Vrem totusi s imbunatitim aceasti solutie. In continuare vom dovedi ci problema se reduce
doar la calcularea recurentelor cu r = 1. Mai precis, vom arata cd S, (n, k) = S;(n—r+ 1L, k—r+1).

Ssin—-r+Lk-r+1)=S(n-rk-r)+k-r+1)S(n-rk—r+1)

Aici facem urmétoarea notatie: G(n, k) = S;(n—r+ 1,k —r+1). Rescriem relatia de recurenti
si avem:

Gnk)=G(n-1k—-1)+(k—r+1)G(n—-1k)

care se identifica exact cu relatia de recurenta pentru S, (n, k).

Asadar acum putem sa ne concentram doar pe cazul cu r = 1. S;(n, k) reprezinta, de fapt,
numarul de moduri in care putem si partitiondm o multime cu n elemente in k submultimi.
Conform principiului includerii si excluderii, acest numéar de moduri se mai poate calcula si ca:

)kz‘-n

() —Z( T

care se poate calcula in O(k - log(n)), daca folosim exponentiere rapidd. Revenind, problema ne
cere si calculam:

b k

( 1)k z‘~n
22 G

k=a i=0

care se poate face, fara vreo altd observatie, in complexitate de O((b — a) - n - log(n)).
Ca sd ajugem la solutia optima trebuie s& incercam sa acceleram procesul de calculare al
sumelor. Acest lucru se poate face dacd schimbam ordinea sumelor din formula anterioara:

RN S P b (—1))
PR RO

i=0 " j=max(0,a—i)

De ce ne ajuti aceasta scriere? Pentru suma interioard putem si tinem un vector de sume
partiale pref, = 2.1 (_l.})l si putem s& calculam astfel suma interioarad in O(1). Aceasti solutie
are o complexitate de O(n + b - log(n)) sau O(n - log(n) + b - log(n)) in functie de metoda de

precalculare a factorialelor.
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